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S-ANNEAUX ET VECTEURS DE WITT
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sumé

Nous donnons & la théorie des vecteurs de Witt une formulation nouvelle
#n utilisant les méthodes de 1'algdbre universeile et de 1a théorie des caté-
gories. On introduit une structure algébrique, celle de é-anneau. Un §-an-
seau est un anneau commutatif muni d'une opération unaire suppiémentaire sa-
tisfaisant 3 des identités algébriques simples. Le résultat principal consis-
te 3 montrer que le foncteur oubliant de la catégorie des &-anneaux vers cel-
e des anneaux commutatifs posstde un adjoint & droite W. Un calcul explici-
te permet 1'identification de W(A) avec 1'anneau des vecteurs de Witt sur A.
On donne des démontrations plus conceptuelies de plusieurs résultats de Ta

théorie des vecteurs de Witt [7,2].

1- &-anneaux

: : . r
Fixons une fois pour toute un nombre premier p et une puissance q = p

(r20).

DEFINITION 7  Un §-anneau A est un anneau commutatif muni d'une opération

unaire &: A + A satisfaisant aux identités suivantes:

q-1 : :
1) s(ay) = 8(x) + 8(y) - T %(g)qu-]
1=

1) slxy) = x%6(y) + 8{x}y% + ps(x)s(y) , 6(1) = 0
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Nous dirons aussi que A est un §-anneau relativement au couple (p,q).

Ces conditions entratnent que 1'opération unaire f(x) = x9 + p8(x) est w

endomorphisme de 1'anneau A:

fx+y) = f(x) + f(y)
fixy) = f(x)f(y)
(1) 1

Nous dirons que f est 1'endomorphisme de Frobenius. Inversement, soit f un e»

domorphisme d'un anneau commutatif A sans p-torsion. Supposons que pour tout

xeh

f(x) =x9  mod pA

On obtient une structure de 5-anneau sur A en définissant & comme suit: te

8(x) = %—(f(x) - xq)

Exemple 1 L'anneau Z admet une seule structure de §-anneau puisque le seul

endomorphisme de Z est 1'identite.

Exemple 2  Soit L une extension galoisienne d'un corps K. Soit BcL un anneav

B
de valuation discr2te et soit A = Bk, On suppose que p = p-1 est une unifor- -
misante pour B et que A/pA = Fq. On sait montrer [11 1'existence d'une substi-
tution de Frobenius ceGalofs (L/K) caractérisée par .

B

i) ofB)
i1) o(x) 2x9 mod pB {

Un morphisme de S-anneau est un homomorphisme d'anneaux qui préserve §.
Nous dirons aussi que c'est un S-morphisme. 0On vérifie que 1'endomorphisme

de Frobenius est un &-morphisme.
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e A est un $-anneau relativement au couple (p,q).
FOREME 1 Soit Z[xo,x1,...3 1'anneau des polynBmes sur une suite infinie

entratnent que 1'opération unaire f(x) = x9 4 pé{x) est w #indétermings, 11 y a une seule structlﬁde §-anneau sur Z[xo,x],...] pour

nneau A: quelle §(x.) = x4 pour tout n. Muni de cette structure, Z[x;,x;...] est

# S-anneau Tibre sur xo.

flx+y) = f(x) + f(y)
fixy) = f(x)f(y)
£(1) =1

Désignons par A la catégorie des anneaux et par A celle des S-anneaux.

MIEOREME 2 Le foncteur oubliant U: A » A posstde un adjoint 8 droite

t 1'endomorphisme de Frobenius. Inversement, soit f un e Wi A+ 8A,

eau commutatif A sans p-torsfon. Supposons que pour tout
La théorie des catégorie [6] met en &vidence 1'équivalence entre le théo-

rhme précédent et le suivant:

f(x) =x9 mod pA :
HEOREME 3 Sofent A » B et A - C des morphismes de §-anneaux. Considérons

ture de §-anneau sur A en définissant § comme suit: 18 carré

§(x) = -]p-(f(x) - x9) A+ C
v v 12
Z admet une seule structure de S-anneau puisque le seul B » B®C
i, A
1

st 1'identite.

1} y a sur B®C une seule structure de §-anneaux pour laquelle 1'] et 1'2 sont
' A

#es S-morphismes.

ne extension galoisienne d'un corps K. Soit Bcl un annesu
e et soft A = BoK. On suppose que p = p-1 est une unifore
€ A/pA = F . On sait montrer [1] 1'existence d'une subst{. On peut donner une démonstration directe de ces théor®mes ou encore utili-

oeGalols (L/K) caractérisée par ser (8,91, Comme conséquence, on a:

COROLLAIRE Le foncteur W: A » A est représentable par 1'anneal 2[xgXs..-1.

mod v8 §! y a une bijection naturelle:

vy W(B) 3 aN

§~anneau est un homomorphisme d'anneaux qui préserve 3.
e c'est un §-morphisme. On vérifie que 1'endomorphisme

S~morphisme.
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La bijection v, s'explicite comme suft: L' end:

plifier

W(R) = Homgs (Z[XguXys...3, W(A)) sturelTes

~ Hom (Z[xo,x.l,...l. A)
N

= A

2- Vecteurs de Witt

Pour voir que W(A) est isomorphe 3 1'anneau des vecteurs de Witt sur A,

11 suffira d'utiliser une description différente du S-anneau libre sur un gés

nérateur, Cette description est bas&e sur le résultat suivant.

PROPOSITION 1  On peut définir dans la theorie des §-anneaux une suite un i

d'opérations unaires §;,8y,8,,... vérifiant les identités

-1
f(x) = «So(x)qn + p61(x)qn +oae. p"én(x) (n20}

Les deux premiers termes dela suite sont §p(x) = x et 61(x) = §(x).

PROPOSITION 2 11 y a sur l[Yo,Y.I.YZ,...] une seule structure de S-anneay 2 sou

pour laquelle Gn(Yo) = Yn pour tout n20. Muni de cette structure, Z[YO.Y‘.Yz'g&s?i'

pay
est un S-anneau libre sur Yo.
THEOREME 4  Si q=p 1'anneau W(A) s'fidentifie 3 1’anneau des vecteurs de Witt
sur A. on
de

A chaque €l1ément xeW(A) correspondant un vecteur de Witt nA(x)eAN. La

description de L est semblable 3 celle de Yp mais elle utilise plutdt le 6-an.

neau 1ibre ZCYO,Y] seesle
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W U

L'endofoncteur composé A + 8A + A est une co-monade [6,3,2] sur A. Pour

s'explicite comme suit:
W(A) impl ifier, nous noterons encore ce foncteur par W, On a des transformations

Homs (Z[x X750 .. 15 W(A))

Hom (Z[xgsXys.e.1y A)
. aN : E
= A ‘ M S TR T

turelles

R

:tctisfaisant 3 des conditions d'associativité et d'unité. L homomorphisme EA
st Etroitement relié & 1'exponentielle de Artin-Hasse [3]. Une structure de

A) est isomorphe & 1'anneau des vecteurs de Witt sur A, d-anneau sur A équivaut 3 une structure de co-algabre {61 8: A =+ W(A), Celle-ci

* une description différente du &-anneau libre sur un gé- _s¢ décrit comme suit: pour tout xeA on a mp8(x) = (85(x), & (x),.c0)e
:ription est basée sur le résultat suivant.
Remarques
wt définir dans la théorie des §-anneaux une suite uniqus
1) Soit A un anneau sans p-torsion muni d'un endomorphisme f tel que pour tout

80s81:65s... vérifiant les identites
Le Temme de Dieudonné-Cartier [4, page 5081 affir-

xeh, f(x) = x% mod pA.

n n-1
= q q n
Slx)™ + p5](x) teee t P Gn(x) (n=0) me 1'existence d'un homomorphisme sc: A - W(A). Ce résultat s'interprite

i : heses entrainent 1'existence
-s termes dela suite sont Go(x) = x et 61(x) - 80x). comme suit dans le contexte présent es hypothtses entrainen ex
d'une structure de S-anneau sur A et on vérifie que sg = 8.

2 sur Z0Yo,Y,,Y,,...] une seule structure de S-anneay
2) Sous les hypothBses de la remarque précédente, on donne une description

= Yn pour tout n20. Muni de cette structure, Z[YO,Y],YZU.

2 sur Y particulidrement simple de W(A) [5]. Posons

£ 3ur o
" N - n+l
B = {(an)eA lay,g = f(an) mod p ¥n} ,

I'anneau W(A) s'identifie 3 1'anneau des vecteurs de Witt

On vérifie que B est un sous-anneau de 1'anneau produit AN. L'opérateur

de translation t((an)) = (an+1) est un endomorphisme de B et pour tout

t xeW(A) correspondant un vecteur de Witt nA(x)eAN. La
t semblable 3 celle de Yp mais elle utilise plutdt le &-an-
.o 1e t{x) = x3  mod pB

Comme B est sans p-torsion, on a une structure de &-anneau sur B pour la-

On vérifie ensuite directement

quelle t est 1'endomorphisme de Frobenius.
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qutavec la ,pmjections A, B devient le S-anneau co-libre sur.

Ay dofic que BM(A).© -
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ke sumé

Nous montrons comment obtenir la théorie des x-anneaux [3]3 partir de
selle des S-anneaux [4]. La suite d'opérations (3" |neN) est remplacée par
wne suite d'opérations (épip nombre premier) satisfaisant 3 des identités
#xplicites., En conséquence, noOus pouvons exhiber pour chaque neN une base

remarquable des caract®res du groupe symétrique Sn‘

§- S-opfrations sur un A-anneau

soit (¢"in21) Ta suite d'opérations d'Adams en théorie des A-anneaux.

4 L3
fn sait que y" est un endomorphisme d'anneau et que

wgqm:wnm pour tout n,mz1.

- . . .
pour chague nombre premier p soit ¢P 1'opération de puissance cyclique d'or

dre p [1]. On vérifie 1'identité

Dcp(x) = xP s (1P (x)

gt i

Posons

s (x) = ¥P(x) - cPx).
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o

On a alors
Py =xP 4 p 85(x)

Comme te A-anneau libre sur un générateur est sans p-torsion et que wP g5t
endomorphisme, on conclut que 1'opération dp donne & cet anneau une struciu:
de S-anneau {47, Plus généralement, on voit que tout X-anneau est un S-ann
relativement & chaque nombre premier p. Nous désirons expliciter Tes rels
entre Gp] et 6p2 pour des nombres premiers distincts Py et Pye

r r
Soient 9 = p]1 et 9, = p22 ol Py et Py sont des nombres premiers di:

tincts. Soit A un anneau commutatif muni de deux opérations unaires 6y et
8,. On suppose que (A,61) est un S-anneau relativement 3 (pi,q}) et que !

2

S/ €st un S-anneau relativement § {p7,q2}‘

DEFINITION Les opérations 61 et 62 sont permutabies si 1'identité suive::
est vérifige:

-1

9, q :
A N L
Pz
Qq -1 ;
ap-1 @ T,y 1 g,(qy-1)
_ - 19,3, 1=1 2
= 62(61(x)) + Py 1 62(x) + iE] p1(i1)p2 62(x) X
P

La permutabilité des opérations g, et 62 entratne la commutation des o

N

: . % N % \
domorphismes de Frobenius ) =x "+ Py8y(x} et folx) = x ° ¢ Ps8s(x}.

Réciproquement, si A est sans p?pg—torsfonr la relztion Fofy = £, entret

Ta permutabilité de &, et 5.
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wix) =xP +p 85(x)

bre sur un générateur est sans p-torsfon et que ¥P est un
inclut que 1'opération Gp donne & cet anneau une structure
us généralement, on voit que tout A-anneau est un S-anneau
‘e nombre premier p. Nous désirons expli¢iter les relations

ir des nombres premiers distincts P et Pye

et q, = pgz ol B et Py sont des nombres premiers dis-
nneau commutatif muni de deux opérations unaires 61 et
(A,G.I) est un S-anneau relativement 3 (p1,q1) et que (A,
relativement 2 (pz.qz).

ations 61 et 62 sont permutables si 1'identité suivante

gy
4-1 q - 1 ay(qy-1)
P-4 x) 2., ’E] %2(':2)1:: '61(X) x| 2
P2 N
-1
41 G U ., Gle-h)
Py - 1 Gz(x) 1 + 121 %](:’I)p; 162(x) X (O
P N

B des opérations 61 et 62 entratne la commutation des en-
q q

enfus f3(x) = x T, p,'G.l(x) et fz(x) =x?y p262(x).

est sans plpz-tors'!on. la relation fify = f2f1 entratne

5.l et 62.

229
A. Joyal

= P-anneaux
Soit P un ensemble de nombres premieérs.

DEFINITION Un P-anneau A est un anneau commutatif muni d'une opération unaire

4 : A~ A pour chaque peP. On demande que soient réalisées les conditions sui-

P

vantes:
i} A muni de Gp est un S-anneau relativement au couple (p,p)
1) 5p et 6!_ sont permutables pour tout couple d'é&léments

distincts p,LeP

‘ fxemple 1 Tout A-anneau est naturellement muni d'une structure de P-anneau ol

P est 1'ensemble de tous les nombres premiers,

Exemple 2 Soit n un entjer 21 et soit gneq:une racine primitive n-idme de
'unité. Soit R, 1'anneau des entiers du corps cyclotomique Q(;n). Soit P,
1'ensemble des nombres premiers ne divisant pas n. Pour chaque peP,, soit fp

V'unique automorphisme de R tel que f(cn) = cﬁ. On a pour tout xeR,
= xP
fp(x) = X mod pR,

Ceci montre que Rn est un §-anneau relativement au couple (p,p). Comme

’pfl = fzfp pour tout p,&:Rn, on conclut que Rn est un P -anneau.

Un morphisme de P-anneaux est un homomorphisme d'anneaux qui préserve

chaque opération Gp(peP). On vérifie que chaque endomorphisme de Frobenius

fp(peP) est un morphisme de P-anneaux,

Soit A un P-anneau et soit M(P) 1'ensemble des suites finies d'&léments

de P. Pour chaque o = (p1,...,pn)eM(P), posons

= §_  of

8, b )

p2°¢‘|- pn
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Désignons par C(P)<M(P) le sous-ensemble des suites croissantes pour

dre naturel de P,

THEOREME 1 Soit A = Z[chOEC(P)] 1'anneau des polyndmes sur des indétermins

xo(ceC(P)). I1 y a une seule structure de P-anneau sur A pour laquelle & (-

=X pour tout ceC(P). Muni de cette structure, A est le P-anneau libre .u

X_ o
o

Désignons par A la catégorie des anneaux et par PA celle des P-anneau:

"HEOREME 2 Le foncteur oubliant U: PA > A poss2de un adjoint § droite

V: A > PA. .

CORDLLAIRE Le foncteur V est représentable par 1'anneau Z{xcloeC(P)j, on

une bijection naturelle

(P) "
c(p
V(A) = A A
E2d
2~ A-anneaux -
Dans ce qui suit nous supposerons que P est 1'ensemble de tous Jes nom-
bres premiers. Pour tout entier nzl on définit un endomorphisme de Frobeniu
#t
r r
£ o= f Vo of K
"o Pk
r Ty
ol Py -..p, est une décomposition de n en facteurs premiers.
Lo
PROPOSITION 1 On peut définir en théorie des P-anneaux une suite unique d'o- A
pérationg‘unaires Oy 505, .. vérifiant les identités 8

£,00 = Tra (0" (na1)
rin
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| e sous-ensemble des suites croissantes pour 1'ors POSITION 2 11.1_1_53_

i un P-anneau Jibre sur A1.

:C(P) 1 1*anneau des polyndmes sur des indéterminés

1e structure de P-anneau sur A pour laquelle § (x ) [OREME 3 Lorsque P est 1'ensemble d
‘o

i de cette structure, A est le P-anneau Tibre sur p-anneaux et de )-anneaux sont gquivalents.

i deémonstration de ce theortme utili

&gorie des anneaux et par PA celle des P-anneaux. anneau de 1*exemple 2 On peut mu

;wg\e 3 Soit Ry 1

Niant U: PA + A posside un adjoint 3 droite fyre de A-anneau. En effet, i1 suff

;;rticu\ier, 204,3] est un A-anneau.

st représentable par 1‘anneau 20x locC(P)]. On a Le A-anneau A(x] libre sur un

ka.kzx,..g]. On introduit sur A[x] une gradua

gour tout neN, Cet anneau gradué peut encore se décrire

v(ay = aS(P)
theorie des caract®res des groupes symét
pe des caracteres de Sn'

: gpération bilinéaire

. supposerons que P est 1'ensemble de tous tes’ -
ous les nom R(s,) R(S,,) R(S,*Sp) R(S,m)

entier n21 on définit un endomorphisme de Frobenius
at par suite, une structure d'anneau gradué sur

& nisy)

nz0

r r
£ o= f e of K
n P Py

position de n en facteurs premiers.
get anneau est jsomorphe & ALX]

:

Finir_en théorie des P-anneaux une suite unique d'o- des polynbmes mentionné dans le theorzme 1.

. vérifiant les identités § anneau en posant

deg ao(x) = PyPpe <Py

1(x) = Ir ur(x)"/r (n21)
rin

riques Sn(nzo) .

Considérons 1'inclusion Snxsmcsn+m'

[51. Soit maintenant Z[Gc(x

r Z[A1,A2,...] une seule structure de P-anneaux pour

welle an(A1) = A, pour tout nz1, Muni de cette structure, 1[A1,A2,...]

e tous les nombres premiers, tes concepts

se 1'approche de Cartier [21.

nir Rn[1/n] d'une struc-

it de définir fp = identité pour ptPn. En

générateur est un anneau de polynGmes 1%,
tion naturelle en posant deg A" x
en utilisant 1a

Soit R(Sn) le grou-

On définit une

Y{oeC(P)] 1'anneau

On introduit unegraduation sur cet
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COROLLAIRE Le
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