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Zyklische Korper
und Algebren der Charakteristik » vom Grad »~.

Struktur diskret bewerteter perfekter Korper
mit vollkommenem Restklassenkorper der Charakteristik p.

Von Ernst Witt in Gottingen.

‘Merkwiirdig ist der historische Weg bis zu dieser Arbeit: Er nimmt seinen Anfang
bei Artins Untersuchungen iber die reellen Kérper, fiihrt sodann durch ein Gebiet mit
Primzahlcharakteristik, némlich zuerst tiber die zyklischen Korper der Grade p und p?
(Artin und Schreier), dann weiter iiber die zyklischen Korper vom Grad p* (Albert,
Witt), er geht dann durch das nichtkommutative Gebiet der zyklischen Algebren vom
Grad p und p* (H. L. Schmid), und endet schlieBlich wieder kommutativ mit Charakte-
ristik 0, namlich bei den Henselschen p-adischen Kérpern (Hasse, F. K. Schmidt, Teich-
miiller, Witt) 1).

Artin untersuchte die Koérper der Charakteristik 0, die durch Adjunktion einer
einzigen Zahl algebraisch abgeschlossen werden, und fand u. a., daB dies durch Adjunk-
tion von )/ — 1 geschehen kann. Um nun zu beweisen, daB ein algebraisch abgeschlossener
Korper der Charakteristik p in bezug auf keinen Unterkérper von endlichem Grad ist,
muBte gezeigt werden, dafl bei Charakteristik p ein zyklischer Korper p-ten Grades
immer enthalten ist in einem zyklischen Korper vom Grad p2 Nebenresultate waren
dabei die Artin-Schreiersche Normalform 27 — z = a fiir die zyklischen Kérper vom
Grad p% Durch die Fortsetzung der hierfiir entwickelten Methoden konnte Albert die
zyklischen Kérper vom Grad p» schrittweise aufbauen. Es gelang mir, eine von speziellen
Formeln freie Konstruktion anzugeben.

Inzwischen hatte H.L. Schmid die zyklischen Algebren p-ten Grades der Cha-
rakteristik p untersucht. Fiir diese Algebren («, 8] mit den Erzeugenden u, § und den
definierenden Relationen

W=« 060 —0=p ulul=0+41
gelten die Regeln
(=, ﬂ] : (‘x" Bl ~ (0‘0‘,’ pl und («, ﬂ] -« ﬁ’] ~ (% p+ ﬂ’]

Fir den Fall, daB der Grundkorper k aus Potenzreihen der Variablen ¢ bestand,

bewies Schmid die Residuenformel

(&, B] ~ (t, Res (—?,B] .

Um entsprechende Resultate fiir Algebren vom Grad p* zu erhalten, muBte zuerst
meine sehr willkiirliche Konstruktion fiir zyklische Korper vom Grad p* wieder zweck-

1) Literaturangaben befinden sich auf S. 127.
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méBig normiert werden. Fiir p? fand Teichmiiller eine Normierung. Eine andere wurde
von Schmid gefunden und nach miihsamer Untersuchung auch fiir p*. Fiir die ent-
sprechend gebildeten zyklischen Algebren (x|f, ..., ] fand Schmid Regeln von
der Form

n—1

(o‘lﬂi] : (‘x,lﬂi] ~ (060&’ [ ﬂ‘] und (‘xlﬂ,] : (“lp:] ~ (“ls.'(ﬂia ﬂ;)]
mit gewissen Polynomen s;(z;, ;). Diese Polynome wurden zunéchst fiir Charakteristik 0
definiert, und erst nach einem Beweis ihrer Ganzzahligkeit mod p genommen. Leider
waren die Schmidschen Beweise durch Verwendung von Funktionen von vielen kom-
plizierten Argumenten recht uniibersichtlich.

Im AnschluB an die Schmidschen Untersuchungen machte ich die Entdeckung,
daB die Verkniipfung (z;) + (¥;) = (s;) mit Hilfe der Polynome s;(z;, y;) eine kommu-
tative Gruppe der Vektoren (2;) = (o, xy,...) lieferte, die eng zusammenhing mit der
‘Addition der p-adischen Zahlen Z x;p'. Ausgehend von dieser Gruppe lieBen sich jetzt
die Schmidschen Resultate in vereinfachter Form herleiten. Ferner fand sich ein Analogon
zur Residuenformel fiir den Grad p*, wonach ich schon iiber ein Jahr lang gesucht hatte.

Die Gruppe der Vektoren mit Komponenten y; aus dem Korper von p Elementen
erwies sich wirklich als identisch mit der Additionsgruppe der ganzen p-adischen Zahlen
2 z;p* mit passendem Vertreter z; der Restklasse r; mod p, und zwar waren nach einer
Bemerkung von Hasse Vertreter z; mit 2} = z; zu nehmen.

Da Teichmiiller inzwischen auch eine neue Multiplikation der Vektoren fand,
konnte er damit p-adische Korper mit beliebigem vollkommenen Restklassenkorper
der Charakteristik p herstellen. Umgekehrt bewies Teichmiiller den Satz, daB es in
jedem diskret bewerteten perfekten Korper mit vollkommenem Restklassenkorper der
Charakteristik p ein einziges Reprdsentantensystem R mit der Eigenschaft R” = R
gibt. Gestiitzt auf diesen Satz konnte er nun die Satze von Hasse und F. K. Schmidt
iiber die Struktur der diskret bewerteten perfekten Korper in neuer und viel einfacherer
Form beweisen. Den verzweigten Fall konnte anschlieBend Hasse erledigen.

Auch diese Untersuchungen sind in dieser Arbeit aufgenommen worden, da sich
unterdessen herausgestellt hat, daB alle Vektoroperationen gleichzeitig eingefiihrt werden
konnen, und zwar in einer Weise, die jeden Nachweis von Rechengesetzen iiberfliissig
macht. AuBerdem werden dadurch die Beweise iiber die Struktur der diskret bewerteten
perfekten Koérper noch weiter vereinfacht.

Uberraschend ist der enge Zusammenhang der Theorie der zyklischen Korper und
Algebren der Charakteristik p vom Grad p" mit der p-adischen Addition. Und noch
mehr iiberrascht die Erkenntnis, daf die Addition und Multiplikation der p-adischen
Zahlen sich in einem Korper der Charakteristik p rational begriinden lift.

Literaturverzeichnis.

)

1. A. A. Albert, Cyclic fields of degree p" over F of characteristic p, Bull. Am. Math. Soc. 40 (1934).

2. E. Artin, Kennzeichnung des Korpers der reellen algebraischen Zahlen, Abh. Math. Sem. Hamburg 3 (1924).

8. E. Artin und O. Schreier, Uber eine Kennzeichnung der reell abgeschlossenen Korper, Abh. Math. Sem. Hamburg
5 (1927).

4. H. Hasse und F. K. Schmidt, Die Struktur diskret bewerteter Kérper, Crelle 170 (1934).

5. H. L. Schmid, Zyklische algebraische Funktionenkdrper vom Grad p" iiber endlichem Konstantenkdrper der
Charakteristik p, Crelle 176 (1936).

6. 0. Teichmiiller, Uber die Struktur diskret bewerteter perfekter Kérper, Gétt. Nachr. 1936.

7. E. Witt, Der Existenzsatz fiir abelsche Funktionenkorper, Crelle 178 (1935). — Die Resultate dieser Arbeit werden
mit W. I, 2; W. II; W. III usw. zitiert.

8. E. Witt, Konstruktion von galoisschen Kérpern der Charakteristik p zu vorgegebener Gruppe der Ordnung »/,

Crelle 174 (1936).
17*



128 Witt, Zyklische p-Korper u. p-Algebren, Struktur diskret bewerteter perf. Kirper bei Charaklerisitk p.

1. Begriindung einer Vektorrechnung.
p sei eine feste Primzahl. Fiir einen Vektor
T = (Lgy Tyy Loy ..)
mit abzdhlbar vielen Komponenten x, fithren wir Nebenkomponenten
(a) ™ = 28" px’l’"_l + ot pra,
ein und bringen das auch gelegentlich in der Schreibweise
x = (%, Ty, Tay ... | 2O, 2V, 2B .. .)
zum Ausdruck. Da sich umgekehrt z, rekursiv als rationalzahliges Polynom in z©, . . ., z(®

aus den Gleichungen (a) berechnen laBt, ist ein Vektor z auch schon durch Angabe
seiner Nebenkomponenten vollig bestimmt.

Summe, Differenz und Produkt zweier Vektoren erkliren wir nebenkomponenten-
weise:

(b) TRy=(22,...| 20 yO, 20k yd, ).

Wir wollen nun einige besondere Regeln fiir das Rechnen mit Vektoren herleiten.
Dazu fithren wir das Verschiebungszeichen V ein durch

(1) V.’E= (0, xo’ xl,.. -)o
Zur Abkiirzung setzen wir noch
(2) {u} = (u, 0, Oy ce),

es ist also V'{u} ein Vektor, dessen i-te Komponente gleich u und dessen iibrige Kom-
ponenten O sind. Aus (a) folgt

(c) (Va)™ = pa® (2 = 0)
oder ausfiihrlich geschrieben

(d) Va = (0, 2y, 2y,...]0, pz, me, cee)

Es bestehen die Regeln

3) Vie+y)=Vae+ Vy

r—1
(4) (%0, 21, Tp, .. .) =& Vi{z} 4+ V' (%, Trgr,...),
(5) {u} (xo’ Tyy Loy - - ) = (uxm upxl’ up'xz, o ')$

wie man sofort durch Hinschreiben der n-ten Nebenkomponenten bestitigt. Es liegt
nahe, die folgenden Bezeichnungen einzufiihren:
0=(0,0,0,...)
(6) 1=(4,0,0,...)
m=1+14-..-41.
Weiter wollen wir die fraglichen Komponenten (z * y), des Vektors x * y niher
untersuchen. Dazu setzen wir

(7 a:”=(xf,’,x’1’,x’;,...).
a7 ist also nicht etwa die p-te Potenz im Sinn der Vektormultiplikation; diese wird gar
nicht vorkommen. Aus (a) folgt die Rekursionsgleichung

() ™ = 2p(=1) 4 prz,,

wobei natiirlich 22®-) die (n — 1)-te Nebenkomponente des Vektors 27 bedeutet und
nicht etwa eine p(n — 1)-te Potenz.
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Wir bezeichnen allgemein mit
R[u,v,...] und G[u,v,...]
den Ring aller rationalzahligen bzw. ganzzahligen Polynome in u, v,....
Aus (e) und (b) folgt die additive Kongruenz
P+ ) =@+ 9" =2+ y" = p"s, + py, mod R[,, Yy, - - s Zu_ys Yoy)s
also mit einem passenden Polynom f

@) (@ 4+ 9)y =2, + Y + 1 Zg) Ygr + - 3y Bpyy Ypy) -

Bisher haben wir die Vektoroperationen nur algebraisch untersucht, und an keiner
Stelle wurde benutzt, daB p eine Primzahl ist. Wir kommen jetzt auf die arithmetischen
Eigenschaften zu sprechen, die aus der besonderen Gestalt der Gleichungen (a) flieBen.
Wir zeigen dazu das

Lemma. Fiir zwet Vektoren x und y mogen die Hauptkomponenten in einem Inte-
gritatsbereich § der Charakteristik O liegen. Dann sind fiir r > 0 die Kongruenzen

%, =y, mod prJ
gleichwertig mit den Kongruenzen
) = y(v) mod pr+ﬂ3.

Beweis. Fir » < n sei die Gleichwertigkeit schon erkannt, also diirfen wir an-
nehmen, es sei z,=y, mod py. Wegen 22 = y2 mod p'+13 folgt nach Induktions-
nahme

P =) = yp (=1 mod pr+»g.
Nun ist wegen (e)
(xn —_ yn) —_ (pnxn — pny”) = gpn—1) yp(n—l)E 0 mod pr+n8’
und daraus folgt die Gleichwertigkeit auch fiir » = n.
Satz 1. (z % y), ist ein ganzzahliges Polynom in %y, Yy, . . . %,, ¥,
In den beiden ersten Komponenten ist beispielsweise
p—1 1

Tty = (xo tyomtn -2 (’;) Y5 usw.)
1

Ty = (2Yy &, Y7 + 2By, + px,y,, usw.)
Beweis. 2™ und y™ liegen im Ring § = G[,, ¥ - - -, ,, ¥,]- Nach (e) ist
™ = gp»—1) und Y™ = yr(*— mod p"g.
Daher ist wegen (b)
(wiy)("’ — (")i y(n) = xp(n—l)j; yp(n—l) — (x"_t yp)(n—l) mod P”S'
Fir v <n sei der Satz schon bewiesen, also gilt (z* y)! = (z*+ ¢’), mod p Q.
Das Lemma ergibt
(@+y)*" V= (a" £ """ mod p"§.
Wegen (e) ist ‘
pety), = (@ty)” — (21 y)" =0 mod p",
und daraus folgt der Satz auch fiir » = n.

Satz 2. Es gilt komponentenweise pxr = Va? mod pG[x;].
Beweis. Nach (e), (¢), (b), ist fiir die Nebenkomponenten

(px)(”) — px(") prp(n—l) — (pr)(n) mod p"“G[x;],
aus dem Lemma folgt jetzt die Behauptung (pz),= (Vz”), mod pG[z].
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2. Der Residuenvektor (a, ).
Zur Vorbereitung fiir die letzten Abschnitte miissen wir die folgenden Betrach-
tungen einschalten.
Wir betrachten formale Potenzreihen
&= apt™ + @it "+ - (am % 0)
in ¢t mit Koeffizienten a; aus einem Integrititsbereich § der Charakteristik 0. B sei ein
Vektor, dessen einzelne Komponenten S, wieder Potenzreihen 2) sind:

B = (Bos B1y- ), B, =‘.>é;bviti-
Fiir den von &« und A abhingigen Vektor

dx do
(f) (3 B) = (7, ... | Res % g, Res %% g, . )
gelten nach (e) und (d) die Rechenregeln
9) (aay B) = (%, B) + (&', B),
(10) (a7ﬂ+ﬂ’)= (e, ﬂ)+ (e, ﬂl)a
(11) (%, VB) = V(x, B).

Fiir spater sprechen wir die. unmittelbar aus (f) folgenden Tatsachen aus:

Satz 3. Istcein Vektor mit lauter konstanten Komponenten, so gilt («, ) - ¢ = («, fc).
Es ist (t, ¢c) = c. Enthalten alle Entwicklungen der B, nur Potenzen von t mit lauter positiven
bzw. lauter negativen Exponenten, so ist (t, f) = 0.
Wir zeigen nun den folgenden arithmetischen
Satz 4. Fiir
&= ant" + tpy " 4 (am = 0),

B= (Bos Bis ) mit B, :‘i>§wbm¢ti

sind die Komponenten («, ), des Vekiors (x, B) ganzzahlige Polynome in az', a;, b,.

Beweis. Es sei § = G[az?, ai, b,].

Wir fiithren zunéchst den Beweis durch fiir den Fall « = ¢. Zum Vektor g bilden
wir die Vektoren 8’ und g’’ mit den Komponenten

r_ 4 "
B, —‘5 b.tt bzw. B, s%; bt
und fithren damit die Vektoroperation Q ein durch
p=p—p—p"

Mit den Koeffizienten von B liegen nach Satz 1 auch die Koeffizienten von
Qf in §. Sind die Komponenten B, ..., §,_, konstant, so auch die Komponenten
(2B),s - - -» (RB),. Nach (10) und Satz 3 ist

(, Qﬂ) = (t B) — (¢, ﬂ') — (t ﬂ”) = (t, B),
und deshalb allgemein (¢, ) = (¢, Q"f). Fiir » < n ist nun (Q"p), konstant; wie in Satz 3
gilt daher (¢, Q"8), = (Q"8),. Somit liegt
(t B), = (Q"B), (» <n)

im Integrititsbereich 3. ’

Nun sei « eine beliebige Potenzreihe. Wir konnen g, nach der neuen Variablen

1) Die Summationsbezeichnung 3’ soll andeuten, daB in der Reihe nur endlich viele Glieder mit negativem

i>—0w

Index ¢ auftreten. >
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= tl‘_"‘oc entwickeln, und zwar liegen die neuen Koeffizienten b;; wieder in §. Nach dem
vorhin Bewiesenen ist (¢’, 8), ganzzahliges Polynom in b};, liegt also in §. Nach (9) und
(10) gilt die Zerlegung

(“1 ﬂ) = (m - 1) ) (t’ ﬂ) + (t” ﬂ),

nach Satz 1 liegen daher die Komponenten des Vektors (x, ) ebenfalls in &, w. z. b. w.

3. Vektoren bei Charakteristik p. Konstruktion von p-adischen Korpern.

Theoretisch brauchen wir nur die ganzzahligen Polynome (z % y), einfach an-
zugeben und konnen dann mit ihnen Summe, Differenz und Produkt von Vektoren er-
kléren, ohne iiberhaupt von Nebenkomponenten zu reden. In diesem Sinn muB das be-
stehende Distributivgesetz 2(y 4 z) = 2y + 2z als Zusammenfassung von ganzzahligen
Polynomidentititen in z;, y;, z; angesehen werden. Ahnlich ist es mit den anderen Ge-
setzen. Ebenso wiirde es geniigen, wenn wir die ganzzahligen Polynome («, 8), einfach
angeben. Die Formeln (1) bis (11) und die Sitze 1 bis 4 behalten dann ihre Giiltigkeit.

Diesen Standpunkt nehmen wir nun ein und betrachten alles mod p:

Erklirung. 2ty ist ein Vektor, dessen Komponenten festsichende Polynome in
Z;, y; sind mit Koeffizienten aus dem Galoisfeld GF(p) von p Elementen. Es gelten die
Kommautativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze.

(«, B) ist ein Vektor, dessen Komponenten feststehende Polynome in ap', a;, by sind
mit Koeffizienten aus GF(p).

Die Formeln (1) bis (11) und Saiz 3 bleiben bestehen. Ferner gilt jetzt

(12) (@tyf =2"%y,
(13) pr = Var (Satz 2),
(14) (Viz) - (Viy) = V' (@ o).

Um (14) zu beweisen, diirfen wir erst z und y durch 2#*, y?’ ersetzen. Dann geht die Be-
hauptung wegen (13) iiber in (piz) - (pfy) = p**¥(xy).

Nun sei f ein beliebiger Korper der Charakteristik p. Wir betrachten Vek-
toren z mit Komponenten aus f. Diese bilden hinsichtlich der erklirten Vektorrechnung
einen Ring I(¥). Diesen Ring wollen wir nunmehr untersuchen.

Wir definieren folgendermaBen eine Bewertung der Vektoren:

Es werde | 2| = p— gesetzt, wenn z, die erste von Null verschiedene Komponente
des Vektors z ist; ferner |0| = 0. Aus (3) und (14) folgen dann sofort die beiden Regeln

(15) |z + y| = Max (2], [¥]),

(16) ley| = |=z| |yl

Auf Grund dieser Bewertung diirfen wir von Konvergenz reden. Nach (4) gilt
jetzt

(17) (%o ®1, gy .- ) = -oz‘ V‘.{xi}'

Es ist ohne weiteres klar, daB jede konvergente Folge von Vektoren gegen einen
Vektor konvergiert, d. h. daB der Ring I(f) perfekt ist.

Satz 6. Im Ring I(Y) ist ein Vektor a = (ay, a,, . ..) mit a5 3= 0 eine Einheit.

Beweis. Setzen wir namlich 1 — a{a;’} = Vb, so ist

a-{a5} & (V) = (1 — vb) & (Vb =1.
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Jetzt sei f ein vollkommener Korper der Charakteristik ». Wir haben dann fiir
jeden Vektor aus dem Ring I(f) die Reihenentwicklung

(%o) #y, @9, .. .) = ‘oz‘pt{xp—f}_

Wir wollen nun den Quotientenkorper Q(f) des Rings I(f) bilden. Da die in Q(¥)
gebildeten Reihen

(18) o2 P}
offensichtlich einen Kérper bilden, besteht Q(¥) gerade aus allen Reihen (18). Wie immer,
so 148t sich auch hier die Bewertung auf den Quotientenkorper fortsetzen.

Satz 6. Fiir einen vollkommenen Korper ¥ ist der Quotientenkorper Q(f) des Ringes
I(Y) aller Vektoren aus ¥ ein diskret bewerteter perfekter Korper der Charakteristik O.
Q(F) ist unverzweigt, d. h. (p) ist ein Primideal in I1(¥). Der Restklassenkirper I(¥)/(p) ist
mit ¥ isomorph.

Diskrete Bewertung bedeutet dabei: die vorkommenden Betrige haben nur den
Héufungspunkt 0.

4. Struktur diskret bewerteter perfekter Korper.

Diesen Abschnitt schalten wir ein, um eine Ubersicht iiber alle diskret bewerteten
perfekten Korper f mit vollkommenem Restklassenkorper f der Charakteristik p zu ge-
winnen. )

Es sei k ein bewerteter perfekter Korper. Fiir den Betrag mogen die Regeln (15)
und (16) gelten. Die vorkommenden Betrige sollen nur den H#éufungspunkt O haben.
Die Elemente a mit |a| =<1 (ganze Elemente) bilden einen Integrititsbereich §. Die
Elemente b mit |»| < 1 bilden in & ein Primideal, wegen der Diskretheit der Bewertung
ist es ein Hauptideal (x). Der Restklassenkorper ¥ = /() sei ein vollkommener Kérper
der Charakteristik p. Da fiir eine Primzahl ¢ = p sicher ¢ == 0 mod 7, also erst recht
¢ == 0 in k ist, hat £ entweder die Charakteristik p oder die Charakteristik 0.

Fiir die Beweise der nachfolgenden Sétze 7 und 9 machen wir zwei Feststellungen:

(g) Fir ganze Elemente a und b folgt aus a =b mod " (r > 0) die Kongruenz
" = b*" mod nr+* (n = 0).

(h) Sind die Komponenten der Vektoren x und y ganz, so folgt aus den Kon-
gruenzen z,= y,mod n" (r > 0) die Kongruenz z® = y® mod n"+* (n = 0).

Weil nédmlich (IZ) =1 oder 0 mod = ist, folgt zunéchst a’=4" mod »'** und dann

durch n-malige Iteration die Behauptung (g). Hiermit 148t sich aus der Gleichung (a)
unmittelbar die andere Behauptung (h) ablesen. —

Mit einem Reprisentantensystem R aus § mod # 148t sich jedes Element aus k auf
genau eine Weise in eine Reihe

(19) 2 (r; aus R)

t1>—®

entwickeln.

Wir zeigen nun nach Teichmiiller:

.Satz 7. Es gibt in J ein einziges Reprisentantensystem R mit der Eigenschaft
R® = R. Es ist multiplikativ abgeschlossen. Wenn k die Charakteristik p hat, so ist R ein
mit ¥ isomorpher Korper.

Beweis. a sei eine feste Restklasse mod #. Wir wihlen aus jeder Restklasse a?~"
(» = 0) ein beliebiges Element a,, und behaupten: a2” konvergiert fiir » - o0, und zwar
gegen eine Zahl a aus q, und weiter, a hingt nicht ab von der besonderen Auswahl der a,.
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Es folgt némlich a? , =a mod =, also aﬂ’;l = a?" mod a’+1, und hieraus folgt die
Konvergenz. Weil jedes a?” in a liegt, muB auch der Grenzwert a darin liegen. a/ seien
die Elemente einer zweiten Auswahl. Wegen a)=¢a mod 7 ist a/’" = a* mod »"*?,
und fiir die Grenzwerte folgt a’ = a.

Konstruieren wir fiir jede Restklasse a die zugehdrige Zahl a, so bilden diese Zahlen
ein Reprisentantensystem R. Es sei ab = ¢. Dann liegt a,b, = ¢, in 0?7 b*™" = ¢,
und wegen a?” b?" = ¢** folgt fiir die Grenzwerte ab = ¢. Daher ist R multiplikativ ab-

geschlossen, und wegen f* = f ist R” = R. Wenn k die Charakteristik p hat, so folgt

analog aus a + b = ¢ die Gleichung a + b = ¢, also ist R ein mit f isomorpher Korper.
Umgekehrt sei R’ ein Reprisentantensystem mit R’ = R. Es sei a; der Reprisen-

tant aus a?”’, dann ist o/”’ = a), also der Grenzwert a=a,, d.h. es ist R = R".
Aus diesem Satz in Verbindung mit (19) folgt

Satz 8. Ein diskret bewerteter perfekter Korper k der Charakteristik p mit einem
vollkommenen Restklassenkorper ¥ der Charakteristik p ist mit einem Potenzreihenkorper
einer Variablen iiber ¥ isomorph.

Nunmehr habe % die Charakteristik 0. Es sei (p) = (n*), wegen p =0 mod =
ist e> 0.

Satz 9. Jedem Vektor
t= (Cort1r---)
aus I(Y) werde die ganze Zahl

5=2°a:?""p‘

0 +

aus k zugeordnet, wobei x’{."" der Reprdsentant von gg"" in dem Reprdsentantensystem R
mit R® = R ist.

Aus ttY) =13 folgt dann &+ n=2_.

Beweis. Es werde P "= (¢ ", 2", ...) und 27" = (287", 2#7",...) ge-
bildet, wobei 7™ wieder in R liegen und g#~" reprisentieren soll. — Nach (a) ist

2P M) = Ozﬂ' 2t j
also )
lim 277" = ¢,

Aus 2= j folgt p»™"£y»™ = 3™ und hieraus (2*™"+ty*™") =2Z"mod .

Nach (b) und (h) ergibt sich fiir die Nebenkomponenten
2Pk agp ) = (gp7" Ty = 227" mod ant1,

Fiir die Grenzwerte ist daher &+ =2, w.z. b. w.

Damit ist gezeigt, daB die Reihen g,‘ Rp' (R’= R) einen zu I(f) isomorphen Ring §’
bilden. Folglich bilden die Reilien bé‘m Rp' einen zu Q(¥) isomorphen Kéorper k'.

Wie jedes Element aus & 148t sich auch #¢/p in eine Reihe

w5 S5
— rifpiﬂ‘ == g ﬂ‘
p gé' i=0 ¢

Journal fiir Mathematik. Bd. 176. Heft 8. 18
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entwickeln mit r; aus R® = R, bzw. g, aus §". Mit a%/p muB auch g, prim zu p sein.
Es ist also k = k'(n), wobei 7 einer Eisensteinschen Gleichung e-ten Grades geniigt.

Satz 10. Ein diskret bewerteter perfekter Kirper der Charakteristik O mit einem voll-
kommenen Restklassenkorper ¥ der Charakteristik p enthilt einen invariant bestimmten
Unterkirper k', der zum Korper Q(f) von Satz 6 isomorph ist. Ist (p) = (n°) mit einem
Primelement n aus k, so ist k = k'(n), wo n einer Eisensteinschen Gleichung e-ten Grades
geniigt.

Waihrend die Sétze 8 und 10 die Struktur der diskret bewerteten perfekten Korper
mit vollkommenem Restklassenkorper f aufdecken, kann uns Satz 9 dazu dienen, ge-
gebenenfalls das Rechnen mit Vektoren zuriickzufithren auf das Rechnen mit ganzen
p-adischen Zahlen.

6. Zyklische und abelsche Korper der Charakteristik » vom Exponenten p».
Es sei k£ ein beliebiger Korper der Charakteristik p. Wir wollen seine zyklischen

Oberkorper vom Grad p#, allgemeiner seine abelschen Oberkérper vom Exponenten p*
untersuchen.

Dazu rechnen wir mit Vektoren z mit Komponenten aus &, und zwar nur mod V",
d. h. wir rechnen nur mit Vektoren
T = (Lgy Tyy: ey Ln—1)
der Linge n.
Wir gehen jetzt genau nach derselben Methode vor wie in der Arbeit W. I, nur daB

wir alle dort bewiesenen Sitze iiber Korperzahlen hier entsprechend fiir Vektoren aus-
sprechen.

Mit o, 7,... seien die Automorphismen des galoisschen (separablen) Korpers K / k&
bezeichnet. Fiir einen Vektor C = (Cy, C,, . ..) mit C; aus K erkldren wir

C° = oC = (0Cy, 0Cy, . . .)
SpC=%’aC= (Sp Cy, #,...).
Ist also C, eine Zahl, deren Spur nicht verschwindet, so gibt es nach Satz 5 einen
zu Sp C reziproken Vektor. Es bestehen die Regeln
(A + B) = oA + 0B, (AB)’ = A°B°.
Jedem o sei ein Vektor A, zugeordnet. Der Satz W. I, 2 kann mitsamt seinem
Beweis fast ungeéndert iibernommen werden:

Satz 11. Bestehen die Relationen A, + oA, = 'A.,,, so gibt es einen solchen Vektor B,
daf A, = (1 — o) B gilt. 4
Zum Beweis nehmen wir den oben konstruierten Vektor C. Wie man leicht ngch-

1 «
rechnet, kann B = WZA, 7C gewihlt werden.

Ubrigens gelten auch hier die Sitze W.I,1 und W. I, 3.
Ebenso wie fiir Zahlen a vorteilhaft die Bezeichnung pa = a? — a eingefiihrt wurde,
setzen wir fiir Vektoren

pr = — 5= (5, %, ..., aB_y) — (To, Ty, - - - Tna)-
Es besteht die Regel
p(z +y) = pz + py.
Die Losungen von gz = 0 sind genau die Vektoren mit Komponenten aus dem
Primkérper.
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Wir nennen nun die Vektoren « von der Form B zerfallend, und schreiben dafiir
auch &« ~0.

1. Der Zerfall von (0,a,... o) ist gleichwertig mit dem Zerfall von
(06gy « « oy 1)

Denn ist (0, &y, ..., &u—1) = @ (B P1y - - Pu—1), s0 liegt B, im Primkorper.
Wird die Gleichung 0 = p(f,,0...,0) abgezogen, so bleibt

(01 Kiy oo Kn—1) = 80(01 ﬂb cen ﬂn—l)y

und diese Gleichung ist nach (4) gleichwertig mit («,, ..., %—1) = @B, - - Bre1).

2. Im algebraisch abgeschlossenen Kérper k zerfillt jeder Vektor.

Denn in &k darf man &, = pa setzen, und wegen

(20) (Pay LTI On—1) ~ (Pa, Kyye oy On—1) — P(aa O, L) 0) = (07 0‘;7 SR o‘;t—l)
braucht jetzt nur noch der Zerfall des kiirzeren Vektors (xi, ..., &s—1) nachgewiesen
zu werden.

Im Kérper £ konnen wir jedenfalls sagen, daB8 die Komponenten 6; einer Losung
6= (6, ..., 0,—1) der Gleichung p6 = & algebraische Zahlen sind. K = K(0,, ..., 6,—1)
ist also ein Zerfallungskorper des Vektors «. Jede weitere Losung unterscheidet sich
von 6 nur um einen Vektor aus dem Primkorper, daher liegen in K sémtliche Losungen.
K ist also charakterisiert als kleinster Zerfallungskorper des Vektors « und muB daher

galoissch sein. Die sdmtlichen Losungen 6 der Gleichung g6 = « sollen mit %o& be-

zeichnet werden.

Wir sind nun im Stande, samtliche Uberlegungen und Sitze aus W. III (und W. II)
fast wortlich zu iibertragen. Es ist dabei zu beachten, daB an Stelle von Zahlen immer
Vektoren der Linge n zu nehmen sind, und statt einer Anwendung von W. I muf} hier
der vorhin bewiesene Satz 11 herangezogen werden. Auf diese Weise gelangen wir zu
den Ergebnissen:

Satz 12. Es sei w eine additive Gruppe von Vektoren der Linge n, die alle zerfallen-
den Vektoren po enthilt, so daf w/px endlich ist. Dann ist die galoissche Gruppe von

k (% )/k zur Gruppe wjpa isomorph.
Zu jedem abelschen Kirper K[k vom Exponenten p* gibt es genau eine solche Gruppe
1 .
w/ps, daf K = k(; w) gilt.

Wir wollen nun zusehen, wie sich insbesondere die zyklischen Korper Z vom Grade p*
darstellen. Es ist Z= £ (% ﬂ) mit einem einzigen Vektor § der Linge n, und dabei darf
p™'p nicht zerfallen. Nun ist

(21) pPBp=VB" =VB+ pVB~ VB,
also darf V"8, d. h. 8, nicht zerfallen. Ist 6 eine Losung von pf = B, so erhalten wir
durch Anwendung der Automorphismen von Z/k auf 6 genau p* verschiedene, d. h. alle
Loésungen dieser Gleichung. Daher gibt es einen Automorphismus ¢ mit ¢6 = 6 + 1.
Wegen ¢#" 0 = 0 + p*! = 0 hat o die Ordnung p~.

Satz 13. Ist 8= (By, . - -y Pn—1) ein Vektor mit By == pa, so entsteht aus k durch
Adjunktion einer Losung 0 = (0, . . ., On—1) der Gleichung p0 = B ein zyklischer Korper

Z=k (% ﬂ) vom Grad p*.

Umgekehrt lipt sich jeder zyklische Kirper vom Grad p* in dieser Weise darstellen.

Durch 060 = 0 + 1 wird ein erzeugender Automorphismus von Z definiert.
18¢
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6. Zyklische Algebren der Charakteristik » vom Grad p~.

Wir werden jetzt die zyklischen Algebren vom Grad p» iiber einem beliebigen
Korper k der Charakteristik p behandeln.

Es sei « =0 eine Zahl und = (f,, ..., Bu—1) €in Vektor der Linge n aus k. Mit

(«, ﬂ] = (] Boy -+ ﬂn—l]

bezeichnen wir den hyperkomplexen Ring

mit der Erzeugenden u, den untereinander vertauschbaren Erzeugenden 0, . . ., 0,_y

und den definierenden Relationen u®™ = &, p0 =g, ubu—1= 0 4+ 1.
Dabei ist 6 = (0, ..., 0,—1) und ubu—1= (ubyut, ..., ub,_ju1) gesetzt.

Die Transformation mit u liefert also einen Automorphismus des kommutativen
Teilringes k(0,, - . ., 04—1), und wegen

wu" =04 prt1 0, w"0u" =04 pr=0

hat dieser Automorphismus die Ordnung p».

Machen wir mit einer Zahl y == 0 und einem Vektor & aus k die simultanen Sub-
stitutionen

u' = yu, o = ayr
6 = 6 + 4, ﬂ,=ﬂ+§761

so gehen alle bisherigen Gleichungen in die entsprechenden Gleichungen fiir die ge-
strichenen GroBen iber. Daher gilt die Isomorphie

(22) (x, B] = (ay?", B + pd].

Satz 14. Das eben erklirte System (x, B] ist einfach und normal und hat den Grad p*.

Beweis. Wir berufen uns auf einen allgemeinen Satz aus der Theorie hyperkom-
plexer Systeme: Ein System S iiber einem Korper % ist einfach und normal, wenn das

mit dem algebraisch abgeschlossenen Korper & erweiterte System S einfach ist (und
umgekehrt). Im Korper k haben wir aber wegen (22) mit y = «? " und 6 = — % g die

Isomorphie (x, #]= (1,0]. Wir miissen also zeigen, daB das System (1, 0] einfach ist
und den Rang p?t hat.
Der kommutative Teilring %(6, . . ., 0,—1) wird durch die Gleichungen 6” — 6 = 0,

d. h. durch 67 = 6; bestimmt, daher ist k(6,, ..., 6,y) = :Zn' k e; mit Idempotenten e;.
Die Transformation mit u liefert eine Permutation der ¢; von der Ordnung p*, also eine
zyklische. Wir konnen somit den Ring (1, 0] auch darstellen durch die Basis
e;u* (0, tmod p*) vom Rang p*
und die Rechenregeln
u"=1; e=¢e;, ee,=0 (0F71), (Feg=1), ueu—t=ce.

Im Ring (1, 0] sei nun ¥ ein Ideal, das ein Element A=3 asesu” == 0 enthilt,

es sei etwa a,, 3+ 0. Eine leichte Rechnung ergibt ”

Suleay; Auteu =1,
(4

also ist A = (1), d. h. der Ring (1, 0] ist einfach, w. z. b. w.

Nunmehr zeigen wir einige grundlegende Algebrenregeln:

Satz 15. Es gilt (|0, By, ... Pa—1] ~ (x|By, -+ s Po—]-

Beweis. Fiir den kommutativen Teilring %(6y, ..., 0,—;) der linksstehenden
Algebra L gilt

S"(ooy 01’ QI 0,._1) = (07 ﬂl’ ey ﬂu.x),
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also ist ) = 6, Wird die Gleichung g(6,,0, ..., 0) = 0 abgezogen, so bleibt
P(O, 01y« .oy b)) = (0, By - - oy Bu—1),s

also ist
(0‘) ?(01, ey en—l) = (.Bla oy n-1)~
Aus
up(BO’ elv RS} 0,._1) u—? = (Bm Bla ] on—l) +p
folgt
(B) uP(0y, ... Opg)u—?= (64, ... 0h—) +1.

e; (i mod p) seien die p Idempotente des Ringes k(6,), sie werden bei Transforma-
tion mit u zyklisch vertauscht, ue;u—! = ¢;;1. Es gilt die Zerlegung

k(6o . . . On—1) =‘.m%d‘peik(el, ooy Ona),

also

L= %7 g] eik(0y, ..., On_y)u’,
folglich
eoL e, ='E%(;)eok(01, ey Opg) W
Nach der hyperkomplexen Theorie ist L ~ eyLe, Der Ring e,Le, enthélt e, als
Einselement, er wird erzeugt von
eouP; ey, . . .y e00n—1,
und nach («), (8) bestehen die Relationen

—1
(eoup)pn = ey, P(eglyy .- ) o0n—1) = (€oB1, - - s €oPn—1),

eoU? - (€01, - - -y oOn—1) - €u=P = (€0, . . ., €0n—1) + (€9, - - -, 0).
Da die rechtsstehende Algebra R = (x|f,, ..., fn—1] durch genau entsprechende Re-
lationen definiert ist, ist die Isomorphie eyLey= R und damit die Ahnlichkeit L ~ R
nachgewiesen.
Wir konnen jetzt zeigen, daB jede Algebra (x, 8] einer zyklischen Algebra &hnlich

ist. Wenn néamlich 8, 4= pa ist, so ist nach Satz 13 % (% ﬂ) ein zyklischer Korper vom

Grad p", und mit dem dort angegebenen Automorphismus o ist in der iiblichen Schreib-
weise fiir zyklische Algebren offenbar

(x, B] ~ (‘xak(%ﬂ)’ 0’).
Ist dagegen B, = ga, so ist nach (20) B~ (0,8, ..., Bn—1), wegen (22) und
Satz 15 ist also
(“‘Iﬂov ﬂlv ) ﬁn—l] ~ (06]0, ﬂl” cey ﬂ',t—I] ~ (oclﬂ{, e 51,1—1]'
Wird diese Reduktionsmethode mehrfach angewandt, so kommen wir schlieSlich

auf den vorhin behandelten Fall zuriick, bzw. auf eine Algebra vom Rang 1.
Satz 16, Es gelten die Regeln
(o, ﬂ] ' (06’, ﬂ] ~ (““,1 ﬂ]?
(o, ﬂ] (o, ﬂl] ~ (o, B+ ﬂ,]
Beweis. Die Algebra («, 8] - («', 8] wird erzeugt von den GroBSen
u, 6 mit u*" = q, 0=, ubul=0+1,
{u', 0’ mit w?"=a«', p0' =g, 6wl =06"+1.
Dabei sind die GroBen der ersten Zeile vertauschbar mit denen der zweiten.
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Die Algebra wird aber auch erzeugt von den GroSen
v=uu', H=0 mit " =wax’, pH=4p, vHr'=H+1,
{v' =u', H=0—0 mit v?""=0a', H'=8"— g, vHv»-1=H +1.
Dabei werden wieder die GréBen der ersten Zeile vertauschbar mit denen der zweiten.
Infolgedessen gilt die Regel
(x, B] - (0‘,? ﬂ’] ~ (0‘0‘,9 Bl - (0‘,’ ﬂ, — B].

Nun ist nach Satz 15 (x,0] ~ 1. Fiir § = g’ folgt daher die erste zu beweisende
Regel (x, B] - (&', B] ~ (ax’, B]. Fiir « = 1 ergibt sich hieraus (1, 8] ~1. Setzen wir
«'=0o"1 und B =0, so folgt (x, f] ~ (x~1, — B]. Ersetzen wir die GroBen «’,f’
durch «—! und B, so erhalten wir die zweite zu beweisende Regel

(o, ﬂ] *(a, ﬂ’] ~ (% B+ ﬂ’]

7. Residuenformel fiir Algebren iiber einem Potenzreihenkorper.
In diesem Abschnitt sollen die Algebren (x, B8] iiber einem speziellen Kérper k&

untersucht werden.
C sei ein vollkommener Korper der Charakteristik p. Wir betrachten den Kérper k

aller Potenzreihen

,>27 ct', ¢ aus C.
1>— 00

Der im Abschnitt 2 eingefiihrte konstante Vektor (x, 8) werde entsprechend auch
fiir Vektoren g der Linge n eingefiihrt, so daB («, 8) ebenso lang wie S ist.

Satz 17, Es besteht die Residuenformel 3)

(x| B] ~ (¢l («, B)]-

Beweis. Wir setzen den Quotienten (x|p]- (¢](x, B)]™" = q(x, B). Es gelten
nach (9), (10) und Satz 16 die Regeln

() glaa’, B) ~ q(o, B) - q(o', B),

(B) q(x, B+ B) ~qlx, B) - g(x, B').

Enthalten alle Entwicklungen der 8, nur Potenzen von ¢ mit lauter positiven Ex-

ponenten, so konvergiert gj’ ﬁ’”h komponentenweise gegen einen Vektor B. Wegen

B = p(—B) ist in diesem Fall (¢|8] ~ 1.

Wenn alle Entwicklungen der 8, nur Potenzen von ¢ mit lauter negativen Expo-
nenten enthalten, so ist ebenfalls (¢, 8] ~ 1, wie in einer nachfolgenden Arbeit von Teich-
miiller (dieser Bd. S. 141) bewiesen wird. (Dort wird beniitzt, daB C vollkommen ist.)

Zum Vektor g bilden wir wie im Beweis von Satz 4 die Vektoren ', 8’ und
QB =B — B’ — B". Es folgt aus Satz 16 und den eben ausgefiihrten Tatsachen

(t1QB] ~ (18] 2|BT - | BT ~ (] Bl,
allgemeiner (¢| 8] ~ (¢|Q"B]. Es ist aber nach dem Beweis von Satz 4, weil wir es hier
mit Vektoren der Linge n zu tun haben, Q"f = (¢, ). Damit haben wir zunéchst
q(t, B) ~ 1 nachgewiesen.
3) Das sich fiir p = 2 ergebende Resultat
¢Z boit' 2 Byt] ~ (¢]Bogs byo + 2 Doibo, ]

fand ich bereits im Januar 1935 durch sehr komplizierte nichtkommutative Rechnungen, bei denen nur das Ergebnis
zufillig einfach erschien.
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Nun sei & = apt™ + @ps1™' + - - (@am £ 0). Fiir die neue Variable ¢’ = ¢ ™«
ist wieder ¢(t’, 8) ~ 1, folglich ist nach (x) und (B)

(o, B) ~q(t, BY™ " - q(t', B) ~1, W.z.b. w.

8. Berechnung der Invariante einer Algebra.

K; sei der unverzweigte p-adische Korper mit dem Restklassenkérper C; von p/
Elementen. #; sei der Potenzreihenkorper mit C; als Konstantenkorper. Derjenige Auto-
morphismus von K;, k; bzw. C;, der die Restklassen mod p, die Konstanten bzw. die
Elemente in die p-te Potenz erhebt, werde einheitlich mit P bezeichnet. Ebenso soll die
Spur iiber K,/K,, ki/k,, C;/C, einheitlich mit Sp bezeichnet werden.

Uber dem Korper k; gibt es p» verschiedene Algebren vom Grade p», die alle auf
die zyklische Gestalt

(tm7 knl/kh Pf)
gebracht werden konnen, und welche durch die Invariante % mod 1 charakterisiert

werden. Wir wollen zeigen, wie die Invariante einer Algebra («, ] berechnet werden
kann.

Satz 18. Es werde der Potenzrethe o« = o™ t,, + Gpmis "t 4 ... des Korpers k
mit Koeffizienten o, aus dem Galoisfeld C; eine Potenzreihe A = Apt™ + Ayt 4 - .-
mit Koeffizienten A, aus dem p-adischen Korper K; derart zugeordnet, daf A, in der Rest-
klasse a, mod p liegt. Entsprechend werde komponentenweise auch dem Vektor (8, . . ., fr—1)
ein Vektor (B, ..., B.—1) zugeordnet.

Die Invariante der Algebra

(“Iﬂo’ LT} ﬁn—l]

lautet dann

dA (B BT Bn—l)
SpRes —|——+——+ -+ mod 1.
P A( p" ) p

Beweis. Wie in Satz 9 ordnen wir jedem Vektor r = (&, ..., Ln—1) mit Kompo-
nel i . —i
nenten g, aus dem Galoisfeld C; die Restklasse & = 02 ¥ pimod p* zu. Dabei soll ¢?

im multiplikativen Repréasentantensystem des Korpers K, liegen und die Restklasse
¥ mod p darstellen. Bei dieser additiven Zuordnung geht Py iiber in P£, ebenso geht
Sp ¢ iiber in Sp &.

Wir betrachten zundchst Algebren (¢, r] mit konstantem Vektor x. Wenn (¢, r]
zerfillt, so ist ¢ Norm einer Zahl des zyklischen unverzweigten Korpers k,(% g)/k,,

daher ist der betreffende Korpergrad 1, und es ist t = (P — 1)y, also Spg = 0. Des-
halb werden die Algebren (¢, £] homomorph abgebildet auf Sp . Ist umgekehrt Sp ¢ = 0,
so ist nach Satz 13 = (P — 1) Y, und die Algebra (¢, ] zerfillt. Die Abbildung der
Algebren (¢, z] auf Sp r bzw. auf Sp & mod p* ist infolgedessen eine Isomorphie.

Damit ist gezeigt, daB die Invariante der Algebra (z, ¢] gleich —5—5 Sp émod 1 ist,
wobei die Restklasse ¢ mod p* nicht von x abhéngt:
t ]~ (tcSpe, LS P’) .
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Zur Berechnung von ¢ wihlen wir speziell einen Vektor ¢ mit Sp ¢ = 1, d. h. mit
Sp £ =1 mod p». Die Algebra (¢,z] mit den Relationen
w=t¢t, (P—1)0=¢g, ubu'1=06+41
hat dann den Exponenten p*. Daher ist k(0)/k; ein unverzweigter Kérper vom Grad p*,
also k/(0) = k,;. Wegen :

P —1 P —1
(P’——1)0=P———(P-—1)0=p

—1 —1
konnen die Relationen fiir (¢, t] auch in der Form
=1, k(0)=ky, ubu'=P0o

geschrieben werden, dies sind aber gerade die Relationen fiir die Algebra (t', ky/k;, P’).
Damit ist ¢= 1 mod p" nachgewiesen, und es ist allgemein gezeigt, daB die Algebra

r=Spr=1 oder P9=06+1

(¢, £] die Invariante —1—11; Sp £ mod 1 hat.

Aus der Restklasse r; mod p des Korpers K; werde ein beliebiges Element X; ge-
wihlt und der Vektor
X=(Xp..., Xoua | X9, ..., XD
gebildet. Wird beachtet, daB fiir einen multiplikativen Reprisentanten » die Gleichung
Sp r» = Sp r besteht, so folgt
n—1 i . n=1 il s nol a—i—1 (n—1) 7
§=SpZ 2t p'=SpZ 2 p'ESpOEX:’ p' = Sp X" mod p".
Nun betrachten wir eine beliebige Algebra («, 8] und bilden gem#f Satz 18 A und B.

Wird Res -‘%ﬁ B” = X gesetzt und mit g; die Restklasse X; mod p bezeichnet, so ist

nach Satz 17 (x, f]==(¢,t]. Die Invariante von («x, f] ist daher
d

l% Sp X"V = I% Sp Res —£‘— B®"" mod 1,

und dies war gerade zu beweisen.

9. Analogon zum Residuensatz.
Fiir einen algebraischen Funktionenkorper &k der Charakteristik p mit vollkomme-
nem Konstantenkorper teilen wir ohne Beweis noch folgendes mit:
Ist & == 0 eine Zahl und B ein Vektor aus k, so werde an jeder Stelle p der im Ab-
schnitt 2 eingefiihrte Vektor («, #) gebildet. Die Abhéngigkeit von p deuten wir durch
einen Index an. Es gilt dann das Analogon zum Residuensatz

2 (@ B =0.

Der Beweis dieser Relation verlduft im Prinzip genau wie der iibliche Beweis des
Residuensatzes: Reduktion auf Geschlecht Null durch Spurbildung im Kleinen, und
bei Geschlecht Null durch Zerlegung in Partialbriiche,

Die Relation %‘ = 0 kann auch als Verallgemeinerung der Tatsache angesehen

werden, daB die Summe der p-Invarianten einer Algebra. =0 mod 1 ist.

Gottingen, 22. 6. 1936.

- Eingegangen 29. August 1936,
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