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u ∈ C2(Ω) ���o�|� Ω �^�A�9�
���!�����!�b�A��� ∆u ≥ (≤) 0 �{�|����� u �^�������������A�A�����
���������=���A���
�s�A�|�[ 7�¢¡��b�|�9���b 7�K£
��� Ω �- ;�"¤¥�=¦=¦ u �§¦W�^�A�G¦����A�"��¨
© �ª�«� ��¬®­;¯G°G°$±�²^³ u(y) = M := maxΩ u ´¶µ)· ³s¸k¹ ·¥º¼» ±A½9³#¾"¸A²

∆(M − u) ≤ (≥) 0.

¿ ¾i¯9² »GÀ;ºÂÁ ¾9³WÃ�±A¹^± ·¥· ¸k¹ ºÂÁ ± Á ¾9³#Ä
³s¸k½�Å�¸ · ¯9³#°G¹^±A°�³�¹ ÁÆº¼»
(M − u)(y) ≥ (≤)

1

nωnR

∫

∂BR(y)
M − u(x) dS(x)

Ç ±A¹È¸k½ º BR(y) ⊂ Ω ´ ¿ ¾GÉÊ²
É¥Ä+° · ÉÊ³�² Á ¾"¸ Á u = M
±A½

BR(y) »�Ë ¾GÉÊÃ^¾ÌÉ¥½ Á ¯G¹!½É¥Ä+° · ÉÊ³�² u = M
±A½

Ω
¸A²

Ω
ÉÊ²�Ã�±A½G½9³�Ã Á ³�Í ´ �

�WjÎh�Ï1�|g7l?Ð ¿ ¸kÑ¼³
Ω ⊂ R

n À ±A¯G½9ÍG³�ÍÒ¸k½9Í u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) ´�Ó Ç
∆u = u3 − u

É¥½
Ω

u = 0
±A½

∂Ω

Ô ¹^±sÅ¼³
−1 ≤ u ≤ 1 ´)µ ¸k½ u Á ¸kÑ¼³#³�É Á ¾9³�¹�Å�¸ · ¯9³ ±1 Õ

Ö ×ÙØ9J�V*XST�J�c�ØÛÚ�M�LÝÜÞc
L$V!ß)T�J�V!ßOc�ØÌM�Ú¢àáT�L�XSMON[V^_�âfY[NQ_{J�V^MON[Ø
ã ± ËW»�Ë ³ Ë É ·¥·¶ä ± Á ¾G¹^±A¯ ä ¾'³�² Á É¥Ä�¸ Á É¥½ äåÁ ¾9³
ÍG³�¹!É¥Å�¸ Á É¥Å¼³�²Q± Ç ¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ Ç ¯G½9Ã Á ÉÊ±A½9² ´æ É¥¹^² Ás» ½9± Á ³ Á ¾"¸ Á�Á ¾9³#Ä
³s¸k½�Å�¸ · ¯9³#°G¹^±A°$³�¹ Á�º É¥Ä+Ä
³�Í�É§¸ Á ³ ·¥º É¥Ä+° · ÉÊ³�² Á ¾"¸ Á

u(x) =
1

ωnRn

∫

BR(x)
u(y) dy

ç



� µ ±A½iÅ¼³�¹ ä ³�½9Ã�³ ¿ ¾9³�±A¹^³�Ä
² �

Ç ±A¹Q¸k½ º BR(x) ⊂ Ω
¸k½9Í

u
¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ ´ ¿ ¾GÉÊ²fÃs¸k½�²!É¥Ä+° ·¥º À ³
¸A²^Ã�³�¹ Á ¸kÉ¥½9³�Í Ç ¹^±AÄ°G¹^³ Ç ±A¹!Ä+É¥½ ä ¸®¹*¸AÍ�É§¸ · É¥½ Á ³ ä ¹*¸ Á ÉÊ±A½Â±A½ Á ¾9³O² Á ¸ Á ³�Ä
³�½ Á ± Ç Á ¾9³�Ä
³s¸k½
Å�¸ · ¯9³�°G¹^±A°$³�¹ Á�º¼´� ² Ë ³#¾"¸�Å¼³f²!¾9± Ë ½ ÍG³�¹!É¥ÅA¸ Á É¥Å¼³�² Á ± À ³®¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ »"Ë ³#¾"¸sÅ¼³ Á ¾"¸ Á

Diu(x) =
1

ωnRn

∫

BR(x)

Í�É¥Å
u,i dy,

Ë ¾9³�¹^³ u,i ÉÊ²#¸ÈÅ¼³�Ã Á ±A¹ Ë ¾9±�²^³ i Á ¾ ° · ¸AÃ�³bÉÊ² u
¸k½9Í Ë ¾9±�²^³b± Á ¾9³�¹WÃ�±AÄ+°$±A½9³�½ Á ²f¸k¹^³� ³�¹^± ´ ­7±�¸k°G° ·¥º É¥½ ä
Á ¾9³WÍ�É¥Å¼³�¹ ä ³�½9Ã�³ Á ¾9³�±A¹^³�Ä Á ± Á ¾9³W¸ À ±«Å¼³ »9Ë ³#¾"¸�Å¼³

Diu(x) =
1

ωnRn

∫

∂∂BR(x)
u,i · ν dS(y)

≤
1

ωnRn
sup

BR(x)
|u| ·

∫

∂∂BR(x)
dS(y)

=
n

R
sup

∂BR(x)
|u|.

æ ¹^±AÄ Á ¾GÉÊ² Ë ³¢²*³�³ Á ¾"¸ Á ¸k½ º ÍG³�¹!É¥Å�¸ Á É¥Å¼³ÂÉÊ² À ±A¯G½9ÍG³�Í Àiº'Á ¾9³��9½"¸ ·�Á ³�¹!Ä É¥½ Á ¾9³¸ À ±«Å¼³ »9Á ¾i¯9²
|Du(x)| ≤

n

R
sup

BR(x)
|u|.

� °G° ·¥º É¥½ äQÁ ¾GÉÊ²¶¹^³�²^¯ ·¥Á É Á ³�¹*¸ Á É¥Å¼³ ·¥º ±sÅ¼³�¹�Ã�±A½9Ã�³�½ Á ¹!ÉÊÃ À ¸ ·¥· ² Ë ¾9±�²^³O¹*¸AÍ�É¥¯9²)É¥½9Ã�¹^³s¸A²^³�²
Àiº R/|β|

Ç ±A¹O³s¸AÃ*¾�É Á ³�¹*¸ Á ÉÊ±A½ º ÉÊ³ · ÍG² Á ¾9³ Ç ± ·¥· ± Ë É¥½ ä�� ¹^³ Ç ³�¹ Á ± Á ¾9³�� ä ¯G¹^³
	��

|Dβu(x)| ≤

(

n|β|

R

)|β|

sup
BR(x)

|u|.

æ ¹^±AÄ Á ¾GÉÊ²O³�
;¯"¸ Á ÉÊ±A½ »GÁ ¾9³ Ç ± ·¥· ± Ë É¥½ ä ÉÊ²�Ã · ³s¸k¹ ´
dfe�gih"jkg;l �$nom�n�� �A�G¦��o�;��� Ω �!�A 7���i�^�Ù�A��� u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) ¨ ��� u ��¦b�7�A���
�+���9�o�f�|� Ω �¶�|����� � �A�f�A��� Ω′ b Ω �|��� � �A¤|¤ �A���|���Â�=¦��o�|�
�����#�7�A¤¥�k¦

|Dβu(x)| ≤

(

n|β|

dΩ′

)|β|

sup
Ω

|u| ∀x ∈ Ω′, � ç
	

�
�����^� dΩ′ = �A�§¦�� (Ω′, ∂Ω) ¨
� � MONKßOc
L$POc�N[_�c����[c�M�L$c-XSØ

Ó Ä+°$±A¹ Á ¸k½ ÁOÁ ± Á ¾9³®°G¹^±7± Ç ± Ç ³���ÉÊ² Á ³�½9Ã�³W± Ç ²*± · ¯ Á ÉÊ±A½9² Á ±��{¸k° · ¸AÃ�³ � ²�³�
;¯"¸ Á ÉÊ±A½�ÉÊ² Á ¾9³Ã�±A½9Ã�³�° Á ± Ç Ã�±A½iÅ¼³�¹ ä ³�½9Ã�³f± Ç ¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ Ç ¯G½9Ã Á ÉÊ±A½9² ´



� µ ±A½iÅ¼³�¹ ä ³�½9Ã�³ ¿ ¾9³�±A¹^³�Ä
² �

R
n|β|

R
n|β|

R
n|β|

R
n|β|

æ É ä ¯G¹^³�� ´ ç �
dfe�gih"jkg;l ��nom"n�� �^�A ;���i�!�Ò¦����� G�����*�Â� � �7�A���
�A�9��� �  ;���s�o�o�A�9¦b�A�]�Ò�¼�A�
�A�|� Ω
�^�A�"���A�|�G¦+�Â¦= ��=¦s���� 9�����*�È�
�i����� �*�A���k��� �i�=¦È ;�9� � �A�=�b¤ �k����� �i���|�����+���o�|�Ò�|�|¦+�i�����	�k�A�
�o�	�k��¦*�)���(�+���A�=�
�A�"�o� �  ;���s�o�o�A�$¨
© �ª�«� ��¬ ¿ ¸kÑ¼³ Ω′ ⊂ Ω

Ã�±AÄ+°"¸AÃ Ás´ ã ± ËW»�Ë ³OÃs¸ · Ã�¯ · ¸ Á ³�Å;É§¸ Á ¾9³�Ä
³s¸k½+Å�¸ · ¯9³ Á ¾9³�±A¹^³�Ä± Ç Ãs¸ · Ã�¯ · ¯9² �
|um(x) − un(x)| ≤ max

tx + (1 − t)y
0 ≤ t ≤ 1

|Dum| · |x − y|

≤ max
Ω′

|Dum| · |x − y|

≤ C sup
Ω′

|um| · |x − y|

≤ C ′(K,n,L)|x − y|,

Ë ¾9³�¹^³ L
ÉÊ²#¸ÈÃ�±A½9² Á ¸k½ Á®Ë ¾GÉÊÃ^¾ À ±A¯G½9ÍG² Á ¾9³b²^³�
i¯9³�½9Ã�³[³ · ³�Ä
³�½ Á ² um ´ æ ¹^±AÄ Á ¾GÉÊ² »

Ë ³W²^³�³ Á ¾"¸ ÁOÁ ¾9³#²^³�
;¯9³�½9Ã�³#ÉÊ²O³�
;¯GÉÊÃ�±A½ Á É¥½i¯9±A¯9² ´ ã ³�� Á�Ë ³#¹^³�Ãs¸ ·¥·{Á ¾"¸ Á�Á ¾9³ � � ¸ · ³s¸�
� ²^Ã�± · É Á ¾9³�±A¹^³�Äá¸A²*²^³�¹ Á ² Á ¾"¸ Á ²!¯9Ã^¾
¸K²^³�
;¯9³�½9Ã�³ Ë É ·¥· ¾"¸sÅ¼³�¸K²!¯ À ²^³�
;¯9³�½9Ã�³�Ã�±A½iÅ¼³�¹ ä 
É¥½ ä ¯G½GÉ Ç ±A¹!Ä ·¥º Á ± ¸ · É¥Ä+É Ás´ ã ± ËW» ±A½9³
Ä�¸ º ¸k°G° ·¥º~Á ¾9³�²*¸kÄ
³�Ãs¸ · Ã�¯ · ¸ Á ÉÊ±A½]¸ À ±sÅ¼³É Á ³�¹*¸ Á É¥Å¼³ ·¥º
Á ±f¸k½ º ±A¹^ÍG³�¹�± Ç ÍG³�¹!É¥ÅA¸ Á É¥Å¼³ � É Á ³�¹*¸ Á É¥Å¼³ ·¥º ¹^³��9½GÉ¥½ äQÁ ¾9³O²^¯ À ²^³�
i¯9³�½9Ã�³ Ç ±A¹³s¸AÃ^¾Û½9³ Ë ÍG³�¹!É¥Å�¸ Á É¥Å¼³
	 ´ æ ¹^±AÄ Á ¾GÉÊ² Ë ³¢Ã�±A½9Ã · ¯9ÍG³ Á ¾"¸ Á+Á ¾9³�¹^³ÂÉÊ²�¸~²^¯ À ²^³�
i¯9³�½9Ã�³



� ­7± · ¯ Á ÉÊ±A½Ò± Ç Á ¾9³��KÉ¥¹!ÉÊÃ^¾ · ³ Á Ô ¹^± ÀG· ³�Ä Àiº(Á ¾9³ Ô ³�¹!¹^±A½ Ô ¹^±7Ã�³�²^² �

Ë ¾9±�²^³¢ÍG³�¹!É¥ÅA¸ Á É¥Å¼³�²�¯G° Á ±Ù¸k½9Í]É¥½9Ã · ¯9Í�É¥½ ä ±A¹^ÍG³�¹ |β|
¸ ·¥· Ã�±A½iÅ¼³�¹ ä ³Ò¯G½GÉ Ç ±A¹!Ä ·¥º'Á ±¸ · É¥Ä+É Á Ç ±A¹È¸k½ º |β| ´ÝÓÆÁ ½9± Ë Ç ± ·¥· ± Ë ² Á ¾"¸ Á�Á ¾9³ · É¥Ä+É Á ÉÊ²
É¥½9ÍG³�³�Í ¸w²^± · ¯ Á ÉÊ±A½ Á ±�{¸k° · ¸AÃ�³ � ² ³�
;¯"¸ Á ÉÊ±A½ ´ �

� I#MOa^YfJ�V^MON�MOÚwJ �Qc ÜÞV!L$V^_ �Qa^c1J/\]L$M��ba^c-X ��� J �[cZ\Ùc
L�L$MON
\]L$M#_�c�Ø�Ø

	 ³ Ç ±A¹^³-°G¹^±«Å;É¥½ ä Á ¾9³¶³���ÉÊ² Á ³�½9Ã�³¶± Ç ²^± · ¯ Á ÉÊ±A½ Á ± Á ¾9³
� É¥¹!ÉÊÃ*¾ · ³ Á °G¹^± ÀG· ³�Ä Ç ±A¹ �{¸k° · ¸AÃ�³ � ²³�
i¯"¸ Á ÉÊ±A½ » ±A½9³
½9³�³�ÍG² Á ±Ò³�� Á ³�½9Í Á ¾9³
½9± Á ÉÊ±A½9²[± Ç ²!¯ À ¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ � ²!¯G°$³�¹!¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ
	Ç ¯G½9Ã Á ÉÊ±A½9² Á ±+½9±A½ 
 C2 Ç ¯G½9Ã Á ÉÊ±A½9² ´
� g
��t�z�r«z|h�t��{n|m�n

u �§¦ ²!¯ À ¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ � ²^¯G°�³�¹!¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ
	 ��� Ω � �1� �A�®�������!�A¤|¤ B b

Ω �A�����7�A���
�A�9��� �  7�����o���A� h ∈ C2(B) ∩ C0(B) ���o�|� h ≥ (≤)u ��� ∂B �®�A���
�7�k¦ h ≥ (≤)u �A� B ¨
ã ± Á ³ � Ó Ç u

ÉÊ²O²!¯ À ¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃQ¸k½9ÍÒ²!¯G°�³�¹!¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ »"Á ¾9³�½�É Á ÉÊ²�¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ ´
æ ¹^±AÄ Á ¾GÉÊ²�½9³ Ë ÍG³��9½GÉ Á ÉÊ±A½ » ²^±AÄ
³®°G¹^±A°$³�¹ Á ÉÊ³�² ¸k¹^³#É¥Ä+Ä
³�Í�É§¸ Á ³ ´Ô ¹^±A°�³�¹ Á ÉÊ³�² �
É ´ 	 ¿ ¾9³�­ Á ¹^±A½ ä�� ¸ �7É¥ÄQ¯GÄ Ô ¹!É¥½9Ã�É¥° · ³�² Á É ·¥· ¸k°G° · ÉÊ³�² Á ± Á ¾GÉÊ²1³�� Á ³�½9ÍG³�Í[ÍG³��9½GÉ Á ÉÊ±A½ ´
É¥É ´ 	 u = maxu1, . . . , um

ÉÊ²O²!¯ À ¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃfÉ Ç u1, . . . , um
¸k¹^³W²!¯ À ¾"¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ ´

É¥É¥É ´ 	��®¸k¹!Ä
±A½GÉÊÃ · É Ç Á É¥½ ä9´


