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r����Gx���r��
�Gx��!z|�A���!z|�jx��
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u ∈ C2(Ω) ∩

C0(Ω) Á aij , bi, c : Ω → R Á c ≤ 0 ÁyÂ ¹�¼ Ω Ã ¸AÄ;¹�¼;¾!¼^Å?ÆÈÇ u
º ÂAÉ »ÈºÈÊË¾Àº É´Ì ¾Í¾ÀÎÈÎÏ»ÑÐ�Ò

É »�Ó+¾!Ô�Ä ÂAÉ »½¸�¹?Õb»bÅÈ¾uÅ [aij ] = A > 0 Ö
Lu = aijDij + biDiu + cu ≥ f, ×fØuÙ

É´Ì ¾À¹

u ≤ max
∂Ω

u+ + C

(

n,diamΩ, sup
Ω

|b|

λ

)

· sup
Ω

|f |

λ
, ×½ÚjÙ

Û Ì ¾À¿�¾
λ = min

|ξ|=1
aijξiξj Â ¹�¼ u+ = max{u, 0}.

qsr���xAÜ�ÝK�
aij z��Ë�9r��Ë��r��9���*���^��v��!�9x�� λ

t�z|{|{$��{|�
rA������{|t���Þ���ß�xs�9r���àK��r��9�!�*���^�ár��
Ω����t)x�{|{ �

â r��9��x�ã^�9x��9��x��uÜ
•
ÝK�

f = 0
vG�!�9x��

u ≤ max∂Ω u+ �
•
ÝK�

f = c = 0
vG�!�9x��

u ≤ max∂Ω u+ �
•
ÝK�

Lu ≤ f
r��9x�}^��z|�9�s�m{�r�tËx���ß$r��G�9�

u ≥ max
∂Ω

u− − C sup
Ω

|f |

λ
,

t��9x���x
u− = min{u, 0} �

Ø



� �|Ø � x�����������z|���G���-�!z|�9��z|�G{�x#�½r�����x��9x��*��{	��{|{|z|�G�!z��
�-ã^�"���!z�r��9� �

•
ÝK�ËtËx
�"���jxh�!�9x���
��

Lu = f
vD�!�9x��'r��9x+�"���wß$r��!����� �G�G�$x��m���9� {�r�t)x��

ß$r��G�9��Ü
|u| ≤ max

∂Ω
|u| + C sup

Ω

|f |

λ
.

• � �Gz�ã^�9x��9x����mr��á�!�9x�
 z|�!z��*�G{�x����-��r�ßG{�x�� ��� x�����{|{bv1�!�"�����!�9x]�G��r�ßG{�x�� z��y���
�½r�{|{�r�tá�

{ ��
���Ü
Lu = f

z|�
Ω

u = φ
r��

∂Ω
.

� r+z �-r��9x��"���
u, v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)

t�z|�!�
Lu = Lv

z|�
Ω
v"���9�

u = v
r��

∂Ω
vG�!�9x��

u ≡ v
z|�

Ω ��� �9xw�G��r7r��
z����!�9x��!z|�+�G{�xm���G�G{|z������!z�r���r����!�9x�t)x�����h����z|���G� �G�!z|�9��z|�G{�x���r
w = u−v

vjt��Gz����hz��)r�ß^�7z�r��9�!{|Þ
�w��r�{|�G�!z�r��]r�����
��
����z|��� �á{|z|�9x���� �

� ¿f¸u¸fÇ�¸fÇ��+¾ Â �"!�Â�# Å � ¿=»´¹�Ó�»ÑÐ�Î�¾�$&% ��z|� �G��x��7z�r��9���G��r;r��½��v7t)x����"��{|Þ('�xw�m�"���!�!z�����à
{ ���s�����7z|{|z ���!Þ(���G�9���!z�r�����ry�G��r��jx��!�9x���x��!�G{|� �
% �!z��GxAÜ

v = |x|2
t�z|{|{"�9r��-tËr��!�+z|�
�!�Gz��Y��z|�!�"���!z�r��]���

Lv = 2 ·TrA+2bixi +c|x|2 )�!�9x
bixi

�h��Þ(ß$xw�y{ ���!}jx#�9x�}^���!z|�jxw�^�G��ß$x��á�½r���{ ���!}jx#�A��{|�9x���r��
|x| �

� rGvG{�x��á�9���!�!Þ
v = eα(x,ξ),t��9x���x

ξ
z��o�*r��
x)���!ßGz|�!�*���!Þw�jx�����r�� � % {��*rGvutËxYt�z|{|{7��r��9�!z��Gx�� Ω+ = {x ∈ Ω |u > 0}z|�9�!��x����]r��

Ω
v^�½r��Y�!�9xs��x��!�)r��o�!�9x��G��r;r�� � â {�x����!{|Þjv7�!�Gz��)�Gr7x��)�9r����+*�x����)�!�9xs��x��!�G{|�����t)x�����x���x�x��;z|�G}+��r
ß�r��G�9�

u
ß^Þ

max∂Ω u+ �,� z|�!���!�"����vGtËx#�"���jxwr��
Ω+

L0u := aijDiju + biDiu ≥ −cu + f

≥ f.

qsrutwvGt)x#t�z���� ��r
�!�$x���z �´Þ]t��Gz������jx�����r��
ξ
z�� �.- r��á�!�9x ��r�{|{�rut�z|�G}9v9�G{�x�����x���xÀ�½x��á��r�!�9x�/9}A�G��x �0� x�/9���������9r7rA��x(r��G�m��r7r�����z|�"����x��y��r��!�"���m�!�9x(r��!z|}Az|� ��r��!��x�����r��9�G�

��r(�hß�r��G�9�9���!ÞÍ��r�z|�;� r��
Ω
�!�9�*���!�"��� �!�9x���xyxÀ�7z������ �h�^Þ7��x��!�G{ ���9xm�!�G��r��G}A�i�!�"���

��r�z|�;��t�z|�!�
Ω
{|Þ7z|�G}hr���r��9xw�!z��Gx�r��1z|� � ξ

z����!z|�+�G{|Þ~�*���jx�����r+ß$x��!�9x#�G�Gz|�á�jx�����r��
�9r��!�h��{-��r(�!�Gz����^Þ7��x��!�G{ ���9x ��- r��w�!z|�+�G{|z���z|�VÞÍtËxy��r��*����x+r��G�w��r;r�����z|�"����x+��Þ7�!��x���!�9�����!�"���

ξi = 0
�½r��

i > 0 � q xÀ�7��v�tËxw����{����G{ ����x
L0v = (α2aijξiξj + αbiξi)e

α(x,ξ)

= (α2aijξiξj + αbiξi)e
α(x,ξ)

≥ αλeα(x,ξ),



� �|Ø � x�����������z|���G���-�!z|�9��z|�G{�x#�½r�����x��9x��*��{	��{|{|z|�G�!z��
�-ã^�"���!z�r��9� �

x0

ξ

d

O

Ω− = {x ∈ Ω |u < 0}

Ω+ = {x ∈ Ω |u > 0}

xi

- z|}A�G��x � �|Ø Ü
�G��r��7z��Gx���t)x����9r7rA��x

α ≥
{

supOmega
|b|
λ

+ 1
) �

� º=»½¼^¾�$ � �9xw����{����G{ ���!z�r�����r����!�9xw�Gx���x��!�+z|�"���!z�r��ir�� α
z��������½r�{|{�r�tá�uÜ

α2aijξiξj + αbiξi ≥ α2λ + αbiξi.
� rGv

α2λ + αbiξi ≥ αλ
z|�+�G{|z�x����!�"���

αλ ≥ λ − biξi

=⇒ α ≥ 1 −
1

λ
sup
Ω

|b|

=⇒ α ≥ 1 − sup
Ω

|b|

λ
.

- r��Ë��r��;�jx��Gz�x��9��xAv��Gx /9�9x b̃ = supΩ
|b|
λ
� � rGv7��{�x����!{|Þ+t)xs�"���jx��!�9x��Gx��!z|��x��hz|�9x�ã^�"��{ àz|�KÞ~z �1tËxw���9r7rA��x

α ≥ b̃ + 1 �
� z|�jx�� r��G�����9r�z���x�r��

ξ
v�z|� z�����{�x���� �!�"���

(x, ξ) ≥ 0
�½r�����{|{

x ∈ Ω � � �;�9��vr��9xw��x�x����!�"���
L0v ≥ αλ � � rGv9r��9x������Í������x��!�*��z|���!�"���

L0(u
+ + kv) ≥ f + αλk > 0

z|�
Ω+,



Ø ��r�z��*��r���ÝV�^��x�}A�*��{ - r��!���G{ � �

�G��r��7z��Gx��
k
z��á���9rA�*x�����ry�!�"���

k >
1

α
sup
Ω

|f |

λ
.

qsrutwvY�!�9x �G��r7r����G��r;��x�x��G�h���
�G��x��;z�r��9�
r��9x�� � � �G�G��rA��x
w := u+ + kv

�"���h�
��rA�!z|�!z|�jxw�h���7z|���G�§z|�

Ω+ �����y�$r�z|�^�
y � ÝK� �!�Gz����!z|�!�"���!z�r���t)x��"���jx

[Dijw(y)] ≤ 0 =⇒ aijDijw(y) ≤ 0, biDiw(y) = 0,

t��Gz����+z|�+�G{|z�x��
Lw ≤ 0 ) � ��r��^�!�*����z����!z�r�� � � rGv��!�Gz��
z|�+�G{|z�x��
�!�9x���x���r��9�mz|�9x�ã;�"��{|z|�KÞr��1�!�9x��½r�{|{�r�t�z|�G}9Ü

u +
e0

α
sup
Ω

|f |

λ
≤ w

≤ max
∂Ω+

w

≤ max
∂Ω+

u+ +
eαd

α
· sup

Ω

|f |

λ

≤ max
∂Ω

u+ +
eαd

α
· sup

Ω

|f |

λ
,

��}^��z|�(t��9x���x
α = b0 +1

���9�
d
z��)�!�9xsßG��x������!�~r��

Ω
z|�(�!�9xs��z|��x����!z�r��~r��

ξ � - ��r���!�9x���ß�ru�jxAvGt)x /9�"��{|{|Þ(}jx��

u ≤ max
∂Ω

u+ +
eαd − 1

α
· sup

Ω

|f |

λ
. �

� ¾�� Â ¿ � $ � z|�jx�� �!�9xw��ß�ru�jxAvGr��9x��9x�x��G� |b|
λ

���9� |f |
λ

ß�r��G�9�Gx��(�½r����!�9x�t)x����(�h���;à
z|���G� �G�!z|�9��z|�G{�xh��r~}Az|�jx
�(�9r���àb�!�!z|�;z ��{-��x����G{|� � � �9x�� r��9x
�h��Þ ���G�G{|ÞÍ�!�9xytËx�����h���7z|���G�§�G�!z|�9��z|�G{�xw��ry}jx����G�Gz�ã^�9x��9x���� �
� ���	��
�

�������	���������	������� �"!#���

� �9x�ß�x�������rA����z|ßG{�xá����x��"���!z�rwr��9xá�����h�9r���xË�½r��-t��9x��h�Gx���{|z|�G}wz|�h�!�9x�r���x��!z�����{ ��
��
z��
��r������!�"��{|{|Þ?�"���jx���� ���"��{|Þ;�!z��Í��r�{|�G�!z�r�� ��r��!�9x�x�ã;�"���!z�r�� �%$ ß^�7z�r��9�!{|Þjv�z|�
z��x����!z�x��
��r����"��{|Þ '�xÍ�i��r�{|�G�!z�r�� ��z|��x����!{|Þ �*���!�9x��h�!�"���X�"���;z|�G}���r �Gr ��r �!�G��r��G}A�
z|���y�G��r���x��!�!z�x�� � - r��!�!�G�"����x�{|ÞjvY�!�Gz��m�!�G�!�9�+r��G�y��r�ß�x]�$rA���!z|ßG{�x]��r��m�!�9x 
 z|�!z����G{�x��
�G��r�ßG{�x��R�½r���&o���G{ ����x � ��x�ã;�"���!z�r���z|���mß"��{|{ �
� r
�!�*���!�sr *
v�{�x��á�9����r��9�!z��Gx�����r��
x#r��!�9x���xÀ�9���+�G{�x���r��
�"���!�
r��Gz��#���G�9���!z�r��9��Ü
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•
� z|�9��x &o���G{ ����x � �
x�ã;�"���!z�r�� z��y����r��9�!�*���;�
��r;x��h��z�x��;�
x�ã^�"���!z�r��DvYt)x(�7�9r�t
�!�"���+z �

u ∈ C3(Ω)
z��y�"���!�
r��Gz��Av)�!�9x��X��riz��
��{|{�z|���+�"���!�!z ��{á�Gx��!z|�A���!z|�jx�� �ÝV�9�Gx�x���v

Di(∆u) = 0 ⇐⇒ ∆(Diu) = 0.

• � �9x���x�����x���{���r
�*����z ��{|{|Þ��!Þ7�+�
x��!�!z��w��r�{|�G�!z�r��9�s��r &����G{ ����x � �sx�ã;�"���!z�r�� ��� r�Gx��!z|�jx#�!�9x��*xAv�{�x��
r = |x|

���9�
u(x) = g(r) �.� xw����{����G{ ����x

Diu = g′ ·
xi

|x|
=

g′

r
· xi

∆u = Diiu = n ·
g′

r
+

g′′

r2
· x2

i −
g′

r3
x2

i

= n ·
g′

r
+ g′′ −

g′

r

= (n − 1) ·
g′

r
+ g′′

=
(rn−1g′)′

rn−1
= 0.

� �Gz���z|�+�G{|z�x����!�"��� rn−1g′(r) =
��r��9�!�*���^� ) z|�^��x�}A�*���!z�r����!�9x���Þ;z�x�{��G�

g =

{

C1r
2−n + C2 n > 2

C1 ln r + C2 n = 2
.

� �9x���x�����x���{|{;�!�9x)�*����z ��{G��r�{|�G�!z�r��+r��9�!�9x)�9r��
r�}jx��9x�r��9��&����G{ ����x � ��x�ã^�"���!z�r��r��G���!z��Gx r��o�!�9x r��!z|}Az|� �.- r����!z|�+�G{|z���z|�KÞ]t)xst�z|{|{$�*���jx C1 = 1
���9�

C2 = 0
z|�

�!�9xw��ß$r��jx �
•
ÝV�mz��hx����!z|{|Þ��jx��!z /"x�� �!�"���+�!�*���9�!{ ���!z|�G}��!�9x���ß$r��jx���r�{|�G�!z�r��9�h��ri�!�"���

y
z��

�*���jx�����ryß$x��!�9x#�9x�t r��!z|}Az|�Dv�����x���{���ry�"���!�
r��Gz��#���G�9���!z�r��9��Ü
{

|x − y|2−n n > 2
C1 ln |x − y| n = 2

.

� z|�9��x��!�9x���xs���G�9���!z�r��9������x��!Þ7�+�
x��!�!z���z|�
x
���9�

y
v�z|��� ��r�ß^�7z�r��9���!�9x#��ß$r��jx

����xm�"���!�
r��Gz��yt�z|�!�i��x��!�$x����s��r~x�z|�!�9x��
x
r��

y
�G��r��7z��Gx��

x 6= y � � ���7z|�G}���Gx��!z|�A���!z|�jxwr��
�!�9x���ß�ru�jx#z|�9��z�������x��á�!�"���
xi − yi

|xi − yi|n



Ø ��r�z��*��r���ÝV�^��x�}A�*��{ - r��!���G{ � �

z�����{��*ry�"���!�
r��Gz�� � q xÀ�7�á��r��9�!z��Gx��

V (x, y) =
|y|2 − |x|2

|x − y|n
=

|y|2 + |x|2 − 2xy

|x − y|n
−

2x(x − y)

|x − y|n

=
1

|x − y|n−2
−

2xi(xi − yi)

|x − y|n
.

� �9x�{ ���!����x��!� z�� �"���!�
r��Gz��y�!z|�9��xwz|� z����!�9xm�Gx��!z|�A���!z|�jx�t�z|�!����x��!�$x����s��r
yir��

|x − y|2−n �.� �;�9��v v(x, y)
z��á�"���!�
r��Gz��wz|� ß$r��!�

x
���9�

y
�����!z ��ßG{�x�� �

ÝK�~t)r��G{�� ß$x���z �h���G{|����r'�jx��!z �´ÞX�!�9x ��ß$r��jx ���½r���x��
x��^�!z�r��9x�� ���G�9���!z�r��9����r�{|�jx��
&o���G{ ����x � ��x�ã;�"���!z�r��Dv�ßG�G���!�9x�Þ~����x ��x�����z|{|Þ~��r��9�!�!�!�9����x��~����r�� �!z|�+�G{�x��á��r�{|�G�!z�r��9� �
qsrutwvG{�x��á�9�á��r��9�!z��Gx��

|y| = R
���9���Gx /9�9x

ṽ(x) =

∫

|y|=R

V (x, y) dS(y).

- z|������v;z|��z�����{�x������!�"��� ṽ(x)
z����"���!�
r��Gz�� �½r��

x ∈ BR(0) � ÝK�9�Gx�x��]�½r������;Þ�/G�Gx��
xz|�+�!�9x

BR(0)
v
V (x, y)

z��
ß$r��G�9�Gx�� � � r�t)x��h��Þ�z|�;��x������"���G}jxs�!�9x�&o���G{ ����z ���
t�z|�!��!�9x�z|�;��x�}A�*��{���r�}jx��)�!�"���
ṽ(x)

z��Y�"���!�
r��Gz��sz|�
BR(0) � q xÀ�7��v^t)x ��{ ��z|� �!�"���

ṽ(x)z����*����z ��{bv
z � x � r��G{|Þ��Gx���x��9�G�mr�� |x| � � r��!�9rut �!�Gz���t)x(��r��9�!z��Gx��+��� ���!ßGz|�!�*���!Þ
��r��*���!z�r��'�!�*���9�!��r��!�h���!z�r��?r��

ṽ(x) � � r��
x��!z|�
x��m�!�Gz���z�������{|{�x�� ���'r��!�!�9r��9r��!�h��{
�!�*���9�f��r��!�h���!z�r��y����z|�o��r��!��x��!�$r��9�G�D��r��!�9x-�!�*���9�f��r��!�h���!z�r��mr��

x = Px′ v�t��9x���x P
z��

���mr��!�!�9r��9r��!�h��{��h���!�!z � × ��rutá������r�{|�G�+�9�-����x)r��!�!�9r�}jr��"��{�ß"���!z���z|� R
n v P T = P−1z������9r��!�9x����G��r��$x��!�KÞ ÙÀ� � rGvG}Az|�jx����!�9xw�!�*���9�f��r��!�h���!z�r��Dv9t)xw�"���jx

ṽ(Px) =

∫

|y|=R

|y|2 − |z|2

|Px − y|n
dS(y)

=

∫

|y|=R

R2 − |z|2

|Px − y|n
dS(y).

qsrutwvGt)xw�*�"���G}jxw�A���!z ��ßG{�x��át�z|�!�
Pz = y

Ü

ṽ(Px) =

∫

|Pz|=R

R2 − |Px|2

|Px − Pz|n
dS(Pz)

=

∫

|z|=R

R2 − |x|2

|P (x − z)|n
det(P ) dS(z)

=

∫

|z|=R

R2 − |x|2

|x − z|n
dS(z).
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ÝK�Í�!�9xm��ß$r��jxAv�t)x��"���jx��9��x��Í�!�9x#�b�������!�"��� ��r��*���!z�r��9� r�ß;�;z�r��9��{|Þ��Gr
�9r�� ���"���G}jx
�jx�����r����h��}A�Gz|�!�9�Gx � % {���rGv�tËx#�;�9rut det(P ) = 1

���
1 = det(I) = det(PP−1) =

det(P ) det(P−1) = det(P ) det(P T ) = det(P )2 � � rGv
ṽ(x)

z�����r��*���!z�r��"��{|{|Þ z|��à
�����!z ���;� ��� �^�9�uvGt)xw����{����G{ ����x

ṽ(0) =

∫

|y|=R

R2−n dS(y) = R2−nA(SR(0)) = nωnR.

ÝK���!�G�!�9�sr��G���!�9x���ß�ru�jx#��x��!�G{|�áz��á����{|z��(�½r������^Þ
x ∈ BR(0)

vG�!�Gz��á������ß$x��jx��!z /"x��
ß^Þ �����!�!Þ;z|�G}]r��G�á�!�9x�z|�^��x�}A�*���!z�r�� ) ßG�G�á�!�Gz���z����*���!�9x��s��r��+�G{|z�������x�� �
qsrutwvGt)xw�������h���jx#�!�9x��½r�{|{�r�t�z|�G}]�Gx /9�Gz|�!z�r��
� ����±�®��u®´ �± ¥"¤�¥"¤�� Ì ¾ �1r�z�����r��	�#x��!�9x�{ $

K(x, y) =
R2 − |x|2

nωnR

1

|x − y|n
,

Û Ì ¾À¿�¾ |y| = R
Å

- ��r�� �!�9xh��ß$r��jxAv�t)x]��{|��x�����Þ��7�9r�t/�!�"���
K(x, y)

z��#�"���!�
r��Gz��hz|�
BR(0)

t�z|�!�
��x��!��x�������r

x �.- ��r��§�!�9x#����{����G{ ���!z�r�����r��
ṽ(x)

vGtËx���{���ry�"���jx
∫

|y|=R

K(x, y) dS(y) = 1

ß^Þ ��r��9�!�!�!�9���!z�r�� � q xÀ����v�t)x#�"���jx
� ����±�®��u®´ �± ¥"¤ � ¤�� Ì ¾ �1r�z�����r���ÝK�;��x�}A�*��{ Ç�¸�¿

x ∈ BR(0)
»Èº

w(x) =

∫

|y|=R

K(x, y)φ(y) dS(y).

�����^ "¡��;¢ ¥"¤ � ¤hÕ � ¿!¸=ÐG¾�¿ É »b¾=ºy¸!Ç É´Ì ¾ � ¸A» º=º�¸�¹�Æ=¹ É ¾�
A¿ Â Î Ö	� »�
�¾À¹ É´Ì ¾ Â^Ã ¸�
�¾
¼^¾´Ê-¹9»´Ò
É »�¸�¹�� w ∈ C∞(BR(0))∩C0(BR(0) Û » É´Ì ∆w = 0

»´¹
BR(0)

Å � ÎÑº�¸
w(x) → φ(y)

Â º x → y ∈ ∂BR(0)
Å

� ¾�� Â ¿ � $�� ���!z�����{|{|Þ]r��9x��"���)�!�"��� w
��r�{|�jx��Ë�!�9x�
sz|�!z��*�G{�x����G��r�ßG{�x��/�½r�� &o���G{ ����x � �

x�ã^�"���!z�r��DÜ
∆w = 0

z|�
BR(0)

u = φ
r��

∂BR(0)

� ¿f¸u¸fÇ $
w ∈ C∞(BR(0))

z��]r�ß^�7z�r��9�]�!z|�9��x���r���/G��x��
x ∈ BR(0)

v
K(x, y)

z��
ß�r��G�9�Gx�� ���9���"���!�
r��Gz�� ��� x��9��xmr��i�h��Þ��*���jxy�Gx��!z|�����!z|�jx��#r������^Þ�r����Gx��#z|�9�!z��Gx
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δ

2

δ

2

x

y0

δBR(0) ∩ {|y − y0| > δ}

O

- z|}A�G��x ØA� Ú Ü

�!�9x#z|�^��x�}A�*��{ × �!�9x��Gx��!z|�A���!z|�jx��át�z|{|{���{���ryß$x#tËx�{|{Dß�x��"���jx��Í��� x 6= y
�½r���r��G� /G�Gx��

x ÙÀ� � rGv���{|{-tËxh�9x�x�����r��!�9rut z����!�"���
w(x) → φ(y0)

���
x → y0 ∈ ∂BR(0) �

� ���jxh�������!ßGz|�!�*���!Þ ε > 0
���9� �*�9r;rA�*x

δ
���9��� �!�"���

|φ(y) − φ(y0)| < ε
z|�+�G{|z�x��

|y − y0| < δ � �#x�x��Gz|�G}hz|� �+z|�9���!�9x�/9}A�G��xAvGt)x�����{����G{ ����xAÜ

|w(x) − φ(y0)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BR(0)
K(x, y)(φ(y) − φ(y0)) dS(y)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫

∂BR(0)∩{|y−y0 |<δ}
|K(x, y)(φ(y) − φ(y0))| dS(y)

+

∫

∂BR(0)∩{|y−y0 |>δ}
|K(x, y)(φ(y) − φ(y0))| dS(y)

≤ ε

∫

∂BR(0)∩{|y−y0 |<δ}
|K(x, y)| dS(y)

+2 · max
∂BR(0)

φ ·

∫

∂BR(0)∩{|y−y0 |>δ}

R2 − |x|2

|x − y|n
dS(y).
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qsrutwv$z �)r��9x��*�9r;rA�*x��
x
�!�9�*�i�!�"���

|x − y0| ≤
δ
2

v��!�Gz�� z|�+�G{|z�x��s�!�"���
|x − y| ≥ δ

2��r��
y ∈ ∂BR(0) ∩ {|y − y0| > δ} ��� �^�9�uvGt)x#�"���jx

|w(x) − φ(y0)| ≤ ε + 2 · max
∂BR(0)

φ ·
R2 − |x|2

δ
2

n

≤ 2ε.

� �9x#{ ���!�áz|�9x�ã;�"��{|z|�KÞ���r��
x��á�´��r��§��z|�+�G{|Þ]�Gz��*�;z|�G}
x
��{�rA��x#x��9r��G}A�Í��r

y0 × ���á�!�Gz���"���G��x��9�
R2−|x|2

��{�x����!{|Þw�!�G�!z|�G��� ÙÀ� � rGv�tËx-�"���jx-�9r�t �!�9rut����!�"��� w(x) → φ(y0)���
x → y0 ∈ ∂BR(0) ��� �Gz�����{���r�z|�+�G{|z�x��Ë�!�9x ��r��^�!z|�;�Gz|�KÞ r�� w(x)

r��(�!�9xs��{�rA�!�G��x
r��

Ω � �

% �jx��!Þ�z|�+�$r��!�*���^�
��r��9�*x�ã^�9x��9��x~��r��!�9x({ ���y�!�9x�r���x�� z��m�!�"���mz �
u ∈ C2(Ω)

z��
�"���!�
r��Gz��Av9�!�9x�� �½r������^Þ~ß"��{|{

BR(z)
v�r��9x��"���

u(x) =
R2 − |x − z|2

nωnR

∫

∂BR(z)

u(y)

|x − y|n
dS(y).

ÝK��r��!�9x���t)r����G��v"�!�9x#����{|�9x�r����y�"���!�
r��Gz��w�´�G�9���!z�r������s���^Þ~�$r�z|�^�áz��s��r��+�G{�x���x�{|Þ
�Gx���x��!�+z|�9x�� ß^Þi�!�9x+�A��{|�9x��#z|�w�*���jx���r������^Þi}Az|�jx����!�G�9x��!z�����{)�!�9x�{|{Y�!�G�!��r��G�9��z|�G}
�!�"���á��r�z|�;��� � ���7z|�G}9v x = z

z|���!�9x���ß$r��jxAvGtËx#}jx��á�!�9x �½r�{|{�r�t�z|�G}9Ü
�����^ "¡��;¢3¥�¤ � ¤�Õ ! ¾ Â ¹�� Â Î Ä9¾ � ¿!¸=ÐG¾�¿ É��ÀÖ ÆÈÇ u ∈ C2(Ω) Â ¹�¼m»Èº Ì7Â ¿ �
¸�¹9»½Ó#¸�¹ Ω

�
É´Ì ¾À¹ ¸�¹�¾ Ì7Â º

u(z) =
1

nωnRn−1

∫

∂BR(z)
u(y) dS(y)

=
1

A(∂BR(z))

∫

∂BR(z)
u(y) dS(y), ×��jÙ

Ç�¸�¿ Â ¹ � z ∈ Ω
�
BR(z) ⊂ Ω

Å
ÝK�����G��z|�!z�r��Dv�r��9x#�"���

	  "¡� �µ�µ´©G¡�
 ¥"¤ � ¤�ÆÈÇ
u ∈ C2(Ω) Â ¹�¼�» º(º=Ä Ã=Ì7Â ¿��
¸�¹9»½ÓAÕ½ºÀÄ�Ð9¾À¿ Ì�Â ¿ �
¸�¹"»�Ó Ö ¸�¹ Ω

�
É´Ì ¾À¹ ¸�¹�¾ Ì7Â º

u(z) ≤ (≥)
1

A(∂BR(z))

∫

∂BR(z)
u(y) dS(y), ×
�;Ù

Ç�¸�¿ Â ¹ � z ∈ Ω
�
BR(z) ⊂ Ω

Å
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� ¿f¸u¸fÇ $ � �Gz���z��á�+�!z|�+�G{�x#�h���!��x���r�����r�{|�7z|�G}+�!�9x��½r�{|{�r�t�z|�G} 
 z|�!z��*�G{�x�������r�ßG{�x���Ü
{

∆v = 0
z|�

BR(z)
v = u

r��
∂BR(z)

- z|������v"tËx��7�9r�t �!�"���
∆(u − v) ≥ (≤) 0 ��� �^�9��v��!�9x�t)x������h����z|���G� �G�!z|�9��z|�G{�x

�!�*����x����!�"���
u ≤ (≥) v

z|�
∂BR(z) � � rGvG�G�G�!�!z|�G}hx��jx��!Þ7�!�Gz|�G}h��r�}jx��!�9x���v�r��9x��"���

u ≤ (≥) v =
1

A(∂BR(z))

∫

∂BR(z)
v(y) dS(y)

=
1

A(∂BR(z))

∫

∂BR(z)
u(y) dS(y). �


